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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha copiada el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la ends El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

Cc) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

= Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 


Después de estudiar esta unidad usted deberá ser capaz de: 


() 
(ii) 


(i11) 


(iv) 


(v) 


manipular desigualdades; 
resolver sistemas de inecuaciones simultáneas de la forma 


Hx)<0 
g(x) <0 
hx) < 0, 


donde las funciones f, g y h son lineales y tienen dominio y co- 
dominio que son conjuntos de números reales; 

resolver inecuaciones de la forma f(x) < 0, donde f es una fun- 
ción polinomial con dominio y codominio que son conjuntos de 
números reales; 

dibujar la gráfica (en un sistema de coordenadas cartesianas) 
del conjunto solución de un sistema de inecuaciones simultá- 
neas con dos incógnitas; 

maximizar o minimizar, gráficamente, una expresión lineal como 
las mencionadas en el objetivo (iv). 
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Definición de 
inecuaciones 
6.1.13 6:1.2; 6.1.3 


Conjuntos solución 
6.1.4 


Manipulación de 
desigualdades 
6.2.1; 6.2.2 


Sistemas de 
inecuaciones simultáneas 
6.2.3; (6.3.3 


Conjuntos solución como 
subconjuntos del plano 
6.3.1 
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Programación 


lineal 
6.3.4 


Glosario 


COMPLEMENTO 


CONJUNTO CONVEXO 


POLIEDRICO 


CONJUNTO SOLUCION 


CONJUNTO VACIO 


CONVEXO 


DESIGUALDAD 


ECUACIONES 
ALTERNATIVAS 
O INECUACIONES 


ECUACIONES 
E INECUACIONES 
EQUIVALENTES 


ECUACION, 
INECUACION O 
EXPRESION LINEAL 


ECUACION, 
INECUACION 

O EXPRESION NO 
LINEAL 


ECUACIONES E 
INECUACIONES 
SIMULTANEAS 


Si S es un subconjunto de A, entonces el con- 
junto de todos los elementos de A que no perte- 
necen a S se llama el complemento de S con 
respecto a A. 


Un conjunto convexo poliédrico es un conjunto 
convexo de n dimensiones, limitado por seg- 
mentos de planos de n — 1 dimensiones, (es 
decir, puntos en el caso de una dimensión, 
segmentos en el caso de dos dimensiones y con- 
juntos convexos poliédricos de dos dimensiones, 
en el caso de tres dimensiones y así sucesiva- 
mente). 


El conjunto solución de una ecuación, inecua- 
ción o sistema de ecuaciones o de inecuaciones, 
es el conjunto de elementos (de R, R X R, etc.) 
para los cuales todas las proposiciones del sis- 
tema son verdaderas. 


Un conjunto sin elementos se llama conjunto 
vacío. 


Una región (o conjunto) es convexa, cuando 
siendo P, Q puntos de la región (o conjunto), el 
segmento rectilíneo PQ está contenido íntegra- 
mente en la región (o conjunto). 


Una desigualdad es una proposición que nos 
indica que una cantidad es mayor (o menor; o 
mayor o igual; o menor o igual) que otra. 


El conjunto solución de un sistema de ecuacio- 
nes alternativas o inecuaciones es la unión de 
los conjuntos solución individuales. 


Dos ecuaciones o dos inecuaciones son equiva- 
lentes si tienen el mismo conjunto solución. 


Una ecuación, inecuación o expresión es lineal 
si es de primer grado en sus variables. 


Cualquier ecuación, inecuación o expresión que 
no es lineal. 


El conjunto solución de un sistema de ecuacio- 
nes o de inecuaciones simultáneas es la inter- 
sección de los conjuntos solución individuales. 


vii 


MB 6.0 


Página 


30 


ol 


50, 51 


21 


11, 13 


31, 37 


31, 37 


19 


INTERSECCION 


NEGATIVO 


OPERACIONES 
PERMITIDAS 


OPERACIONES QUE 
CONSERVAN LA 
EQUIVALENCIA 


PROGRAMACION 
LINEAL 


POSITIVO 


PROPIEDAD 
TRANSITIVA 


RECTA NUMERICA 


RESOLVER UNA 
ECUACION, UNA 
INECUACION O 
SISTEMAS DE 
ESTAS 


SEGMENTO 
RECTILINEO 


UNICO 


UNION 


viii 


La intersección de una colección de conjuntos 
es el conjunto de los elementos que son comu- 
nes a todos los conjuntos de la colección. 


Un número real x es negativo si — x es positivo. 


Ver operaciones que conservan la equivalencia. 


Operaciones que conservan la equivalencia son 
las que al ser efectuadas en una ecuación o en 
una inecuación la convierten en una ecuación 
o en una inecuación equivalente. 


Programación lineal es el estudio y aplicación 
de inecuaciones lineales simultáneas. 


Un número real x es positivo si x >0. (El 
conjunto de elementos positivos de R puede ser 
aceptado como “dado”, caso en el cual las des- 
igualdades “<” y “>>” están definidas así: 
a < bsib-—aespositivo;a > bsia — bes 
positivo). 


Igualdades y desigualdades tienen la propiedad 
transitiva; es decir, sia Tb y b Tc, entonces 
a Tc donde Tes =,<, >,<,0 >. 


Una línea recta que se extiende indefinida- 
mente en ambos sentidos y que se usa para re- 
presentar los números reales, se llama recta 
numérica. 


Resolver una ecuación, inecuación o sistemas de 
éstas es encontrar el conjunto solución. 


El segmento rectilíneo PQ es el conjunto de 
puntos de la recta que pasa por P y por Q, y 
que están entre P y Q. 


La proposición: “Hay un x único con una pro- 
piedad dada” quiere decir que hay exactamente 
un elemento x con esa propiedad. 


La unión de una colección de conjuntos es el 
conjunto de todos los elementos que pertenecen 
a por lo menos uno de los conjuntos de la co- 
lección. 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el texto. 


Fx) 

R 

RxR 
a=b 

a<b 

a>b 
a<boa>+b 
azboaxb 
€ 


lesx la 
propiedad P| 


g 


De) 
[a, b] 


Ja, b[ 


[a, b[ 
Ja, b] 


ANB 


AUB 
A 


(a, b) 


La imagen del elemento x según la función f. 
El conjunto de los números reales. 

El producto Cartesiano de R y R. 

a es igual a b (o: a — b es cero). 

b— a ses positivo (ver glosario). 

a — b es positivo (ver glosario). 

a — b no es positivo (ver glosario). 

b— a no es positivo (ver glosario). 

“es un elemento de”. 


El conjunto de todos los x tales que x tiene la pro- 
piedad P. 


El conjunto vacío (esto es, el conjunto que no con- 
tiene elementos). 


El conjunto que contiene los elementos a, b, ... 

El conjunto de los números reales entre a y b (inclui- 
dos éstos); es decir, (x:xe R, a < x < b). 

El conjunto de los números reales entre a y b (exclui- 
dos éstos); es decir, [x:x E R,a<x<bj 
(xixeR,a< x <b) 

QuoxeR,a<x< bj 

La intersección de los conjuntos A y B (vea el glo- 
sario). 

La unión de los conjuntos A y B (ver glosario). 


El complemento de A con respecto a algún conjunto 
dado (ver glosario). 


El par ordenado de elementos a y b. 
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6.0 INTRODUCCION 


Puede ser que usted tenga la impresión de que la matemática trata 
únicamente problemas exactos, como encontrar el área de un trián- 
gulo o calcular el tiempo que necesitan 6 hombres para cavar una 
zanja de dimensiones dadas. Tratamos de negar esta impresión en la 
Unidad 2, Errores y exactitud, cuando le mostramos que aunque un 
problema pide una respuesta exacta no siempre es posible encon- 
trarla. 


Hay otra clase de problemas que es de mucha importancia para los 
matemáticos. Estos problemas demandan no un número como res- 
puesta, sino la descripción de una situación. Muchas veces apare- 
cen cuando se trata de maximizar o de minimizar una cantidad. Por 
ejemplo, dado el perímetro de un triángulo decir qué triánguio, con 
este perímetro, encierra el área máxima. O en vez de preguntarnos 
cuánto tiempo emplean 6 hombres en cavar una zanja, es posible 
que nos digan que dos hombres pueden trabajar a cierta velocidad 
por dos horas y que luego descansan, que un tercer hombre es muy 
hábil para cavar la tierra del fondo de la zanja, que otros dos son 
hábiles para trasportar la tierra en una carretilla y que el sexto pre- 
para la mejor taza de té en el lugar donde están trabajando. ¿Cómo 
podemos emplear los hombres para terminar el trabajo lo más pronto 
posible? 


Un ejemplo legendario de este tipo de problemas se conoce en la lite- 
ratura matemática como “El problema de Dido”. Dido era una prin- 
cesa de Fenicia que cuando estaba buscando tierra para una nueva 
colonia en el norte de Africa consiguió una concesión no muy generosa 
del jefe de una tribu nativa para ocupar toda la tierra que ella pudiera 
rodear con la piel de una vaca. Dido, que no era tonta, sino muy in- 
teligente, cortó la piel en tiras muy largas y delgadas, las unió y rodeó 
un pedazo de tierra considerable en la cual fue construida la ciudad 
de Cartago. En términos matemáticos, Dido se encontró con el pro- 
blema de decidir qué curva cerrada de un perímetro dado encierra 
el área máxima. 


Newton enfrentó un problema semejante, el cual tiene mucha actua- 
lidad. Un objeto (un cohete, digamos, o una bala) que se mueve dentro 
del aire encuentra cierta resistencia de éste. ¿Qué forma deberá tener 
el objeto para hacer esta resistencia mínima? 


Todos los problemas de satisfacer ciertas condiciones conllevan la 
idea de desigualdad. Con.la palabra desigualdad queremos significar 
la afirmación de que una cantidad es mayor que otra, o que es menor 
que otra. De todas las curvas de perímetro dado L, la circunferencia 
es la que encierra el área máxima. (Su fórmula es L?/4), por con- 
siguiente cualquier otra curva encierra una área menor que L*/4r. 
En el problema de Newton, todas las formas de objetos, excepto la 
solución óptima experimentan una resistencia mayor que ésta. 


Todos estos problemas tienen en común el hecho de que a partir de 
la información disponible hay que escoger, de una amplia gama de 
posibilidades, un conjunto de situaciones que satisfacen todas las 
condiciones que fueron puestas en el enunciado del problema. Puede 
ocurrir que haya una sola respuesta, como en el problema de Dido, 
donde la situación requerida era un círculo, o puede haber una gran 
cantidad de soluciones. Por ejemplo, el requisito legal de que la pro- 
fundidad de las estrías de la llanta de un auto debe ser mayor que 


xi 
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un milímetro, limita las profundidades posibles de las estrías, no sola- 
mente a un espesor, sino a toda una gran cantidad de espesores, a 
todos aquellos mayores que un milímetro. Otro ejemplo: un patólogo 
puede dar un estimativo aproximado del tiempo después de la muerte 
por la rigidez corporal que observe en el cadáver. El debe saber que 
en ciertas condiciones actuales el “rigor mortis” empieza cerca de 
24 horas después de la muerte y desaparece 24 horas más tarde. En- 
tonces es posible que el patólogo pueda afirmar que la muerte ocurrió 
hace más de un día pero menos de dos días. 


El tema de las desigualdades es el tópico que se discute en esta 
unidad. La comprensión de las desigualdades es necesaria para en- 
frentar problemas de maximización y minimización, como los que 
hemos estado discutiendo. Sin embargo su uso es mucho más amplio. 
Pronto empezaremos las primeras unidades sobre el cálculo y a través 
de éste nos daremos cuenta de que es esencial una clara comprensión 
de las desigualdades así como la habilidad para manejarlas. 


Todas las desigualdades que vamos a discutir en esta unidad se 
refieren a los números reales. Usted tiene un conocimiento de los nú- 
meros reales que es suficiente para entender las técnicas que vamos 
a discutir, pero para que las entienda mejor y para que sepa, exacta- 
mente, qué propiedades de los números reales estamos usando, em- 
pezaremos esta unidad discutiendo algunas propiedades de los nú- 
meros reales y lo que queremos significar con la palabra “desigualdad”. 


También vamos a discutir la idea de conjunto solución de una in- 
ecuación con una o más incógnitas. El conjunto solución de una 
ecuación como f(x) = 0, que contiene una incógnita x, es el conjunto 
de todos los elementos del dominio de la función f que hace que f tome 
el valor cero. El conjunto solución de una inecuación, tal como f(x) > 0, 
es el conjunto de todos los elementos del dominio de f cuyas imágenes 
son mayores que cero por esta función f. De esta manera, las técnicas 
requeridas para resolver tal inecuación dependen de la función f. 
Una manera de enfrentar el problema es considerar ciertas clases 
particulares de funciones una por una. Así, después de conocer la 
técnica para manejar desigualdades consideraremos inecuaciones 
como f(x) > 0 en las cuales f es una relación de R en R: en primer 
lugar las funciones lineales (aquellas cuyas gráficas son líneas rectas) 
y luego algunos otros tipos. Luego trataremos algunas inecuaciones 
de la forma f(x,y) > 0 en que f es una relación de RX R en R. 
Aplicaremos algunos de estos conceptos introduciéndolo a usted en 
el estudio de una aplicación de las desigualdades, conocida con el 
nombre de programación lineal, de mucho uso en estudios de admi- 
nistración para resolver problemas que tienen que ver con la inversión 
de capitales de la manera más rentable. Esta unidad termina con una 
discusión sobre conjuntos convexos que conduce a una matemática 
muy sencilla y elegante. 
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6.1 ¿QUE ES UNA DESIGUALDAD? 


6.1.1 El sistema de los números reales 


En la Unidad 2, Errores y exactitud, y en la Unidad 4, Diferencias 
finitas, tratamos extensamente cómo calcular en el conjunto de los 
números reales. Estamos pues tan familiarizados con el sistema de 
los números reales que damos por conocidas sus propiedades. En este 
capítulo sin embargo, vamos a discutir las propiedades fundamenta- 
les de este sistema, algunas de las cuales hemos mencionado en la 
Unidad 3, Operaciones y morfismos. 


Es importante, por dos razones principales, escoger de esas propieda- 
des de los números reales aquellas que se consideran fundamentales: 


(i) para definir la base de la demostración: porque es importante 
para cualquier demostración, declarar con precisión lo que esta- 
mos suponiendo; y 

(ii) para identificar los sistemas que tienen las mismas propiedades 
y distinguirlos de los que tienen propiedades diferentes. 


La segunda razón puede parecerle no muy clara todavía, pero vimos 
en la Unidad 3, Operaciones y morfismos, que ideas como las de con- 
mutatividad y asociatividad, con las cuales estamos muy familiariza- 
dos en el sistema de los números reales, son usadas en la discusión 
de operaciones que no tienen nada que ver con los números. De la 
misma manera, al hacer una lista de las propiedades básicas de los 
números reales, podemos deducir sus demás propiedades y caracteri- 
zar su estructura. Si encontramos otro conjunto con operaciones defi- 
nidas en él, que tiene las mismas propiedades básicas que el conjunto 
de los números reales, entonces todos los resultados, con los cuales 
estamos familiarizados en el conjunto de los números reales, valen 
para el nuevo sistema. Seguramente vamos a encontrar, más tarde en 
este curso, ejemplos de otros sistemas que tienen algunas o todas las 
propiedades de los números reales, donde ese tipo de ejercicio es 
posible. Discutiremos los números reales más tarde, en la Unidad 34, 
Sistemas numéricos. En esta unidad discutiremos, solamente, las 
propiedades del sistema de los números reales que son básicas para 
el estudio del problema que tratamos. 


La siguiente lista de cuatro propiedades (que designamos Re (1) a 
Re (4) puede usarse como punto de partida. 


Algunas propiedades de los números reales 


Re (1) El conjunto de los números reales es clausurado para las ope- 
raciones binarias de adición y multiplicación. Es decir, para 
cualquier a y b, reales, la suma a + b y el producto a-b 
son números reales. 


Re (2) La adición y la multiplicación son conmutativas y asociati- 
vas, y la multiplicación es, además, distributiva respecto de 


la adición (vea la Unidad 3, Operaciones y morfismos). Según 
esto, 


a+b=bx+a 


ii ) Propiedad conmutativa 
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Discusión 
* * 


Tema principal 
*h $ $ 


Re (1) 


Re (2) 


a+(b+c)j=(a+b+c 
a-(b.c)=(a-b)-c 
a-«(b+c)=a-:b+a:.c Propiedad distributiva 


) Propiedad asociativa 


Siendo a,b y c números reales. 
Re (3) Existen los números reales 0 y 1 tales que para cualquier nú- 
mero real a, 
a+0=a y a.1=a. 
Re (4) Para cualquier a y b reales, la ecuación 
a+x=b 


tiene una solución real única que se escribe x =b-— a. (Si 
b =0, entonces 0 — a se escribe —a.) Para cualquier a y b, 
números reales, tales que a diferente de 0, la ecuación 


ax =b 


¿ E e y b 
tiene una solución real única, que se escribe b/a o —. (Con 
a 


la palabra Única, se significa que hay solamente un número 
real con dicha propiedad.) 


Ejemplo 1 


Si le interesa ver cómo de las cuatro anteriores propiedades de los 
números reales, se pueden deducir otras, estudie las cinco siguientes. 
Verá también la manera de deducir estas nuevas propiedades. Lo 
importante en cada caso es que la manipulación está justificada con 
base en las propiedades ya definidas; manipulaciones cuya justifica- 
ción no figure en la lista se pueden usar solamente, si se derivan de 
Otras que hayan sido justificadas con base en las propiedades dadas. 
Por ejemplo, cuando hemos establecido la propiedad Re (1) abajo, la 
usamos para demostrar la propiedad Re (ID. No se preocupe si esto 
le parece difícil. Le aconsejamos leer el resto de esta sección pero, 
si no quiere hacerlo puede pasar a la Sección 6.1.2. 


Re (D El elemento 0 con la propiedad Re (3) es único. 


Demostración (1) 


Sea c cualquier número real, tal que a+c=a para todo número 
real a. (Por Re (3), hay por lo menos un número real con esta propie- 
dad.) La ecuación 


a+c=a4 
es de la misma forma de la ecuación 
a+x=b 


por la propiedad Re (4), remplazando x por c y b por a el número c 
que satisface esta ecuación es único, por consiguiente 


c=0 


Dicho de otra manera: el número a — a es 0, para cualquier número 
real a. 


Re (II) El producto b-+0 es 0, para cualquier número real b. 
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Ejemplo 1 


Re (D 


Re (II) 


MB 6.1.1 

Demostración (II) 
Sea a cualquier número real. Por la propiedad Re (3) 

a+0=a 
Considerando cualquier número real b se puede escribir: 

b-(a+0)=b-a 
y de la propiedad distributiva Re (2), tenemos que 

b.a+b-0=b-a 


Por la propiedad Re (4), esto se puede considerar como una ecuación 
para b-0, que tiene la solución única 


b:0=b.a—b-:a 
=0, por Re (I) 
Re (III) El elemento 1 con propiedad Re (3) es único. Re (II) 
Demostración (III) 


Sea c un número real cualquiera tal que a+.c =a para todo nú- 
mero real a. (Por Re (3), hay por lo menos un número real con esta 
propiedad.) La ecuación 


a.c=4 
es de la misma forma que la ecuación 

a.«x=b 
por Re (4), remplazando x por c y a por b, para a diferente de O, el 
número c que satisface esta ecuación es único; es decir, 

ce=1 
Dicho de otra manera: el número a/aes 1, para cualquier a real dis- 
tinto de 0. 
Re (IV) El producto (—a)+(—b) es a-»b, para cualquier a y b Re (IV) 
reales. 
Demostración (IV) 
Se puede ver esto considerando la expresión siguiente 

a-b+a-(—b) + (—-a)-(-b). 
(Observe que no se necesitan más paréntesis por la asociatividad 
de + en Rel2).) 


La suma de los primeros términos es 
a-(b + (—b)) 
por Re (2). 
Pero b+ (—b) es 0 por la definición de “—b” (vea Re (4)), y a-0 


es O por Re (II). Entonces, como la suma de los dos primeros térmi- 

nos es 0, la suma total de la expresión es (—a) + (—b) (vea Re (3)). 
Similarmente, la suma de los dos últimos términos es 0, y la expre- 

sión completa tiene como resultado a -b. Pero como ya hemos dicho 

la suma es asociativa (Re (2)), por consiguiente las dos maneras de 
simplificar la expresión tienen que dar el mismo resultado. 

Entonces (como por Re (1) el resultado de la suma es único), Re (V) 

a:b=(-a)-(-b) 


Re (V) El producto a-(—b) es —(a-b), para todos los números 
reales a y b. 


Demostración (V) 


Esto se deduce directamente de (como una consecuencia de la de- 
mostración (IV)) que 


a:b+a:(-b=0 a 


6.1.2 Más propiedades del sistema de los 
números reales 


Como hemos mencionado antes, algunas de las propiedades registra- 
das del Re (1) al Re (4), se discutieron en la Unidad 3 y nos referire- 
mos frecuentemente, a ellas en este curso. Todas estas propiedades 
son muy importantes para la discusión de Grupos (Unidades 30 y 33). 


Hay otros dos conjuntos de propiedades de una naturaleza un poco 
distinta, que también damos por supuestas. En efecto, cuando des- 
arrollamos una demostración suponemos lo que denominamos tres 
reglas lógicas, o las tres propiedades del signo “=>” (las cuales de- 
signaremos Ec (1) a Ec (3)): 


Ec (1) Para cualquier número real a, ocurre que a =a. 
Ec (2) Si a = b entonces b = a. 
Ec (3) Sia =b y b=c<c, entonces a =c. 


Estas tres propiedades nos permiten llevar a cabo las manipulaciones 
requeridas para demostrar teoremas. Otra vez, pueden parecerle tan 
evidentes que no les dé importancia, pero cuando lea la Unidad 19, 
Relaciones, verá que son más profundas que lo que creía. En parti- 
cular, en vista del hecho de que dos cosas distintas no pueden ser 
precisamente lo mismo, ¿qué es lo que verdaderamente queremos 
decir con la expresión, “a =b”? 
El tercer conjunto de propiedades de los números reales sobre el cual 
queremos llamar su atención expresa el hecho de que es un con- 
junto ordenado. Por ejemplo, los números 

—1, 2, —0,5, 7, 4,3 
se pueden ordenar, 

=1,, =0,5, 2, 4,3, 7 
de tal manera que si el número b está a la derécha del número a 
ocurre que (b — a) es positivo. Tenga en cuenta que las últimas pa- 
labras expresan esta propiedad en términos de números positivos. 
¿Podemos expresar completamente la idea de orden en términos de 
números positivos? Es un hecho extraordinario que pueda expresarse 
la idea de orden con base en las siguientes propiedades que son el 


fundamento de la teoría de las desigualdades (las designaremos 
Ord (1) a Ord (4)): 


Ord (1) El conjunto de los números reales contiene un subconjunto 
de números reales positivos, el cual tiene las propiedades 
siguientes: 

Ord (2) La suma de dos números reales positivos es positiva. 

Ord (3) El producto de dos números reales positivos es positivo. 


Ord (4) Dado cualquier real a, tal que a * 0, oa es positivo, o —a 
es positivo (pero no ambas). 


MB 6.1.1, 6.1.2 


6.1.2 


Tema principal 
*k Rx * 


Ord (1) ) 

Definición 1 
*oxox 

Ord (2) 

Ord (3) 

Ord (4) 


Definición 
Si el número real a es positivo, entonces el número —a se llama ne- 
gativo. 


(Posiblemente usted se esté preguntando si estas propiedades de 
orden pueden ser deducidas de las cuatro propiedades Re (1) a Re (4) 
que fueron registradas en las páginas 1 y 2). La realidad es que no se 
puede y que cuando discutamos Números complejos (Unidades 27 y 
29), va a encontrarse con un sistema que tiene las propiedades Re (1) 
a Re (4) pero no las propiedades Ord (1) a Ord (4).) 


Estas propiedades de orden nos permiten definir los símbolos que son 
el tema de esta unidad. 


Ejercicio 1 (No se preocupe si le parece difícil.) 


Use Re (IV) del ejemplo 6.1.1.1, con Ord (3), para demostrar que el 
producto de dos números negativos es un número positivo. Similar- 
mente use Re (V), con Ord (3), para demostrar que el producto de un 
número positivo y un número negativo es un número negativo. 

Deduzca de este último resultado que el número 1 de Re (3) es positivo. 


6.1.3 Desigualdades: Definiciones y notación 


Notación 


Las expresiones “a < b” (que se lee “a es menor que b”) y “b > a” 
(que se lee “b es mayor que a”) ambas dicen que el número b—a 
es positivo. 


La expresión “a <b” (o “b > a”) significa que a es menor o igual 
que b, es decir, que b — a es positivo o cero. 


Expresiones como “a<b”, “b>a” se llaman desigualdades. 


Otra forma de expresar “a <b” es “a >» b” (que se lee “a no es 
mayor que b”), similarmente “a >b” se puede escribir “a + b” 
(que se lee “a no es menor que b”). 


Tenga en cuenta que a >0 significa que a —0=a es positivo; 
entonces “a > 0” es una manera más corta de decir que “a es po- 
sitivo”. 

Ejercicio 1 

¿Cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuáles son 
falsas? : 


(1) 6> 3 VERDADERA/FALSA 
(ii) 353 VERDADERA/FALSA 
(111) 3<3 VERDADERA/FALSA 
(iv) ED VERDADERA/FALSA 
(v) EE VERDADERA/FALSA 
(vi) j< -—10 VERDADERA/FALSA 

bi) ; > > VERDADERA/FALSA 

E 19 20 

(viii) 20 < 21 VERDADERA/FALSA 
(ix) -10< -8 VERDADERA/FALSA 
(x) x2<0, para todo x ER VERDADERA/FALSA 

E al 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


dotación 2 


k k 


Definición 1 
tr $* * 
Votación 3 
k í 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


(continúa en la página 6) 


MB 6.1.2, 6.1.3 


Solución 6.1.2.1 Solución 6.1.2.1 
Por definición, un número real c es negativo si c = —a para cual. 
quier número a real positivo. Considere c y d dos números negativos: 

Cc= —a, d=-—b, 
donde a y b son positivos. Entonces, por Re (IV), 

c-d =(-a)-(-b) 

= ab 

Entonces, por Ord (3), c-d es positivo. 


Similarmente, usando Re (V) y los símbolos arriba anotados: 
a-d =a-(—b) 
= —(a- b) 
Entonces, por Ord (3), a-(—b) es negativo. 


Para deducir que 1 es positivo, observamos que por Re (3) 1l-a = a 
para todo número real a. Supongamos que 1 es negativo y elijamos 
un número positivo para a. Entonces, por el último resultado 1+-a 
es negativo y por esta razón no puede ser igual que a el cual es posi.- 
tivo. Entonces nuestra suposición de que 1 es negativo es falsa. Como 
l es diferente de O (comparando Re (3) y Re (II)), tiene que ser posi- 


tivo (Ord (4)). | 

Solución 1 Solución 1 
(i) VERDADERA (11) FALSA (iii) FALSA 
(iv) VERDADERA (vw VERDADERA (vi) FALSA 


(vii) FALSA 

viii) VERDADERA. La mejor manera de demostrar esta proposición 
es recordar la definición de “<>”. Es decir, hallar 20/21 — 
19/20 para ver si este número es positivo, lo cual ocurre para 
el número (viii) por consiguiente esta proposición es verdadera. 


En efecto: 
20 19 20-20— 19-21 
21 20 21-20 
_ 400 — 399 
21-20 


número que es positivo. Esto demuestra la importancia de dis- 
poner de una definición clara y precisa. 
(ix) VERDADERA , 
(x) FALSA. Cualquier número real, x, satisface la desigualdad 
0 >/0; E] 
A EEE 
(viene de la página 5) 


Discusión 


La recta numérica > E 


Las propiedades de orden se pueden ilustrar de la siguiente manera. 

Considere una línea recta y marque en ella dos puntos A y B. Marque 

el punto de la izquierda con 0 y el punto de la derecha con 1, y consi- 

dere la distancia entre estos dos puntos como la unidad de longitud. 
A B 


Los puntos de la recta que corresponden a los otros números enteros 
se localizan marcando, sucesivamente, unidades de longitud en ambos 
sentidos de la línea. Los números positivos quedan colocados en 
orden a la derecha del cero y los números negativos a la izquierda. 
Los puntos que representan números como m/n, donde m y n son 
enteros diferentes de cero y m < n, se pueden localizar dividiendo 
e] Segmento unidad entre O y 1 en n segmentos congruentes. De esta 
manera se pueden localizar puntos para todos los números racionales. 
La demostración de que a los números irracionales, como V2, tam- 
bién les corresponde, a cada uno, un único punto en la "9642 RUMÉNCA 
es algo fuera de nuestro alcance. Posiblemente esté pensando por qué 
damos tanta importancia a esta idea siendo que todos hemos visto 
una regla, pero la demostración de que hay una correspondencia biu- 
nívoca del conjunto de los números reales y el conjunto de los puntos 
de una recta envuelve ciertas dificultades filosóficas. 


La proposición “a < b” se interpreta como que el punto que repre- 
senta a en la recta, está a la izquierda del punto que represente b. 


6.1.4 Conjunto solución de ecuaciones e 
inecuaciones 


La mayor parte de lo que sigue de esta unidad se dedica al estudio 
de las técnicas para “resolver inecuaciones”. ¿Qué queremos decir 
con esto? Es posible que usted esté más familiarizado con la idea de 
“resolver” una ecuación. ¿Qué queremos decir con la expresión 


“Resolver la ecuación f(x) = 0”? 


f es una función de dominio, A, y codominio, B, que son conjuntos 
de números reales. 


La frase resolver la ecuación f(x) =0 quiere decir 


Encuentre el conjunto de todos los elementos de A que por f 
se trasforman en 0 


Podemos denotar este conjunto así 


(x:x€ A, f(x) = 0) 


y lo llamamos el conjunto solución de la ecuación f(x) =0. Tenga 


en cuenta que este conjunto puede no tener elementos, caso en el 
cual lo llamamos “ORJUNto vació y lo denotamos 2 Entonces 


LbuxeRx?+1=0)=Y8 


Similarmente, resolver la inecuación f(x) > 10 por ejemplo, significa 
encontrar el conjunto de todos los elementos de A que por f se tras- 


forman en números mayores que 10 
Este conjunto lo podemos expresar así 


(x:x6 A, f(x) > 10) 


y lo llamamos el conjunto solución de la inecuación f(x) > 10. 


MB 6.1.3, 6.1.4 


Ver Glosario 


Definición 2 
* 


6.1.4 


Definiciones 
* * 


Definición 1 
k $ * 


Definición 2 
- 


Definición 3 
* * 


Definición 4 
h hh 


MB 6.1.4, 6.1.5 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
, e. ¿ (3 minutos) 
Representar en una recta numérica los siguientes conjuntos. Por 


ejemplo, la representación de (i) es 


——5 2 4 HH _ 
-3 2 -—1 o 1 2. 3.4sO-.5 


(i) |1, 1,5, 3,75] 
(ii) (uxeR,3+x= 2) 
(iii) (x:xeR,x? + 3x+2=0) 
(iv) (x:xeR, x > 0) 
(v) (axe R, x < 2) L 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
. (5 minutos) 
(i) Encontrar un entero positivo N tal que 


1 1 
NEN+1 10 


(ii) Encontrar un entero positivo N tal que 


EN < 0,01 para TODO n entero mayor que N 


Esto es, encontrar, al determinar un valor para N, un conjunto 
A = ¡n:n > N|] tal que todos los elementos de A pertenecen al con- 
junto solución de la desigualdad (o, más brevemente, tal que Á sea 
un subconjunto del conjunto solución). 

(iii) Encontrar un número real positivo ó tal que 


ósen ó< 0,1 
(0 es la letra griega que se llama “delta”.) Ed 
6.15 Resumen 6.1.5 
Como los conjuntos de que trata esta unidad son conjuntos de nú- Resumen 


meros reales o de pares de números reales, hemos empezado por dis- yu 


cutir algunas propiedades de estos números. 


Hemos distinguido dos tipos de propiedades: en primer lugar las 
propiedades “aritméticas” Re (1) a Re (4), las cuales registramos en 
las páginas 1 y 2 y en segundo lugar, las propiedades “de orden” Ord 
(1) a Ord (4) registradas en la página 4. Las propiedades de orden nos 
permitieron definir el término “desigualdad” que es el tema de esta 
unidad. Terminamos la sección discutiendo qué queremos decir con 
la frase “resolver una inecuación”, y dijimos que el problema tiene 
rasgos en común con el de resolver una ecuación. Según esto debe- 
mos tener muy en cuenta las técnicas para resolver ecuaciones cuan- 
do tratamos de desarrollar una estrategia para resolver inecuaciones 
y por esta razón las propiedades del signo “=>”, que normalmente 
se suponen conocidas, fueron mencionadas en la página 4. En la 
próxima sección vamos a determinar qué técnicas de las utilizadas 
para resolver ecuaciones pueden utilizarse para resolver inecuaciones. 


8 


Finalmente dijimos que una inecuación como 


FO) < glx) 


es una proposición que se refiere a los elementos de los codominios 
de las funciones f y g. El conjunto solución de la inecuación es el 
conjunto de los elementos de los dominios de f y g para los cuales la 
proposición es verdadera. Para que la desigualdad tenga sentido es 
necesario que: 


(i) los dominios de f y g tengan elementos en común; 

(ii) los codominios de f y g sean subconjuntos de un conjunto para el 
cual las desigualdades tengan sentido, (es decir un conjunto que 
es ordenado); 


pero estas condiciones no garantizan la existencia de un conjunto 
solución no vacío. 


EN ESTAUNIDAD, LAS INECUACIONES SE TOMARAN COMO 
PROPOSICIONES SOBRE LOS NUMEROS REALES Y LOS CON- 
JUNTOS SOLUCION SIEMPRE SERAN CONJUNTOS DE NU- 
MEROS REALES O DE PAREJAS DE NUMEROS REALES. 


Nota 


Teniendo en cuenta lo anterior, en lo que sigue frecuentemente es- 
cribiremos: 


(x: f(x) > 0] en vez de (x:x€R, f(x) > 0) 
y por ejemplo, 


ax?+bx+c>0 en vez de ax2+bx+c>0, ab,ceR. 


6.2 ALGUNAS TECNICAS PARA RESOLVER 
INECUACIONES 


6.2.1 Manipulación de desigualdades 


En esta sección vamos a discutir las operaciones que podemos hacer 
en cada lado de una inecuación para que el conjunto solución de ésta 
no cambie. El objetivo de esto es adquirir las técnicas que podamos 
aplicar para reducir una inecuación como x? + 6x — 4 < 0, a una 
forma más simple a la cual podamos encontrar fácilmente el conjunto 
solución. Este procedimiento es parecido al que aplicamos para las 
ecuaciones: por ejemplo, podemos reducir el conjunto ([x:x ER, 
x?+ 3x +2 =0ja [(-2, —1] al resolver la ecuación cuadrática. 


Probablemente está familiarizado con la manera de resolver un pro- 
blema tal como “resolver la ecuación ax + b = c”. Podemos resolver 
la ecuación porque sabemos que se puede sumar o restar el mismo 
número de cada lado de ésta y también multiplicar y dividir cada 
lado por el mismo número diferente de O, y la igualdad se mantiene. 
Esencialmente el método consiste en que en cada paso de la solución 
remplazamos la ecuación por otra más sencilla que tiene el mismo 
conjunto solución. Esto nos lleva a definir la expresión “ecuaciones 
equivalentes”. 


MB 6.1.5, 6.2.1 


Notación 
hh $ 


6.2 


6.2.1 


Discusión 
* $ 


(continúa en la página 11) 


Solución 6.1.4.1 
(i) 


(ii) 


(iii) (x:ixeR,x? + 3x+2=0) = (—1, -2) 


—_—_—— —a — — A A _ _ — —— 
-3 -2 -1 o 1 2 34s5 


(iv) 


(v) 


A SA 
3 -2-10010234 05 
En los casos (iv) y (v) no está claro en las gráficas si los puntos 
finales respectivos, O y 2 están incluidos en los conjuntos solución. 
La manera de indicar esto es la que se ilustra en la gráfica. Así por 
ejemplo para indicar que O está excluido en el caso (iv) dibujamos 
el siguiente diagrama: 


-=S =2 1 0-1. 2.3 


Para indicar que 2 está incluido en el caso (v) dibujamos 


a A A A 
3 22" 0 4 2 34 


Similarmente, el diagrama: 


a sl a cl a E 
0.1 23456 7 


representa el conjunto [(x:x ER, 1<x<6j| en el cual 1 está in- 
cluido y 6 no está incluido. pS 


No usaremos gráficas como éstas, a menos que queramos hacer énfa- 
sis en la inclusión o exclusión de un punto final. 


Solución 6.1.4.2 


(i) N =3 sirve como solución. Se puede encontrar este número y 
muchos otros que son solución, por prueba y error (por tanteo). 


as 7 , 1 : , 
(ii) Como al hacer n más y más grande, se hace más y más pe- 
n 


+1 
queño, podemos encontrar un valor cualquiera para N tal que 


< 0,01, y entonces 


JS 0,01 para todo valor de n ma- 


N+1 
yor que N. El valor de N es 
N = 100 
(11i) 6=0,3 es la posibilidad. 7] 


Este ejercicio es importante porque introduce las ideas de aproxi- 
mación y límite, tópicos que estudiaremos con más amplitud en la 
Unidad 7, Sucesiones y límites 1. 
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MB 6.1.4 


Solución 6.1.4.1 


Solución 6.1.4.2 


MB 6.2.1 
(viene de la página 9) 


Dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solución. Definición 1 
k 


Advertencia 


Aunque hay varias operaciones que convierten una ecuación en otra 
equivalente, esto no implica que dos ecuaciones equivalentes cuales- 
quiera puedan deducirse la una de la otra. Por ejemplo, si ¿* es la 
función de dominio R, representada en la gráfica, 

y 


Gráfica de 
xr» p(x) 


entonces las ecuaciones 


d(x) =0 
sen rx=0 
cada una tiene el conjunto solución (0, +1, +2, ...,j por lo cual 
son equivalentes; pero esto no quiere decir que $(x) = 0 pueda de- 
rivarse de sen rx = 0 por las operaciones que “preservan la equi- 
valencia”. 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 


S E e . . (3 minutos) 
En cada caso decir si los siguientes pares de ecuaciones son equiva- 


lentes. Considerar cada una de las ecuaciones procedentes de una 
función de dominio R. 


(i)x+1=4, .=3 

(ii) x+1=4, x?+x=4x 

(11) x+1=4, (x — 3)Nx + 1) = 4x — 3) 

(iv) x+1=4, (x — 1)(x + 1) = 4(x — 1) 

(v) x(x — 1) =0, x(x — 1)(x— 2)=0 la] 

Ya hemos mencionado las tres propiedades, Eq (1) a Eq (3) del sím- Discusión 
bolo “igual”. Veremos, primero que todo, si las propiedades del signo 9. 


igual son compartidas por la desigualdad. Por esta razón, nuestro 
próximo paso será ver si las manipulaciones que trasforman ecua- 
ciones en otras equivalencias se pueden utilizar para las inecuaciones. 
Si algunas o todas no se pueden utilizar trataremos de deducir otro 
conjunto de manipulaciones que sí sean aplicables. 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
(5 minutos) 
Usando las definiciones de los símbolos de desigualdad, vistas en la 


página 5, y las propiedades de orden, Ord (1) a Ord (4) tratadas en 
la página 4, demostrar que al remplazar el símbolo de igualdad, con 
sus tres propiedades Ec (1) a Ec (3) vistas en la página 4, por el 


x*$ es la letra griega llamada “phi”. 
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símbolo <, solamente una de las tres propiedades es verdadera. 
¿Qué ocurre si remplazamos el signo = por <? | 


Este último ejercicio demuestra que la relación de desigualdad tiene 
solamente la llamada propiedad '1209:10va: 


sia<b y b<c, entonces a<cC. 


Ahora la pregunta que podemos hacernos es: “¿Qué procedimiento 
¿ 
manipulativo de los que usamos para resolver ecuaciones podemos 
utilizar para resolver inecuaciones?”. “¿Podemos sumar el mismo 
ht. 


número a cada lado de una desigualdad?”. “¿Podemos multiplicar a 
cada lado de una desigualdad por el mismo número?”, etc. 


Ejercicio 3 


¿Cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuáles son 
falsas? (Si tiene dificultad al decidir, remplace por números.) Todas 
las letras representan números reales. 


(i) Sia <bentoncesa +c<b+ c, siendo 


c cualquier número real. VERDADERA/FALSA 
(ii) Si a <b entonces —a < —b. VERDADERA/FALSA 
(11i) Si a <b entonces b > a. VERDADERA/FALSA 

(iv) Si a < b entonces ka < kb siendo k cual- 
quier número real positivo. VERDADERA /FALSA 

(v) Sia < b entonces ka < kb siendo k cual- 
quier número real. l VERDADERA /FALSA 

: . 10 Al 
(vi) Si a < b entonces - < p' VERDADERA/FALSA 
a 

LE 


De este ejercicio podemos deducir las siguientes propiedades (que 
designaremos Inec (1) a Inec (4)): 


Inec (1) Si a < b, entonces a + c < b +c, para todo número real c. 


Inec (2) Si a <b y k >0, entonces ka < kb. 


1- 
Inec (3) Sia <b y a > 0, entonces > 5 


Inec (4) Sia <b y k <O0, entonces ka > kb. 


Estas propiedades se pueden deducir fácilmente de la propiedad de 
orden, Ord (3), y de las definiciones de las páginas 5 y 7. Si no le in- 
teresan estas deducciones pase al ejercicio 4. 


Demostración (1) 


Si a < b, entonces b — a es un número real positivo. Pero 
b+c-(a+c)=b=a 


y entonces (b + c) — (a + c) es un número real positivo. Por con- 
siguiente 


a+c<b+<. 
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MB 6.2.1 


Definición 2 
* * 


Ejercicio 3 
(5 minutos) 


Tema principal 
* kh + 


Inec (1) 
Inec (2) 
Inec (3) 


Inec (60 


Material suplementario. 
h 


Demostración (1) 


Demostración (2) 

Si a < b, entonces b — a es positivo, y por consiguiente 
kb — ka = kíb — a) 

es positivo por Ord (3), si k es positivo. Por consiguiente, 
ka < kb. 


Demostración (3) 


1 
Escogemos el k de la demostración (2) tal que k = ——. Podemos 


a-b 
hacer esto porque a-b es positivo por Ord (3), y además diferente 
1 
de 0, por lo cual pa está definido. Todo lo que tenemos que hacer es 
pues, demostrar que k es positivo y aplicar palabra por palabra la 
demostración (2). 


Por definición, vea Re (4), página 3, k satisface la ecuación 
(a-b)-k=1 


Re (V), página 3, dice que a-(—b) = —(a +b) para todos los números 
reales a y b. Si suponemos que a y b son positivos, entonces el pro- 
ducto de un número positivo por un número negativo es negativo. 
De esta manera, si k es negativo, 1 tiene que ser negativo. Pero ya 
hemos demostrado en el ejercicio 6.1.2.1 que 1 es positivo, por con- 
siguiente k no es negativo y como es diferente de cero (la suposición 
de que un negativo contradice Re (Il), página 2, es decir que a-0 = 0, 
para todo número real a). Por consiguiente k tiene que ser positivo. 


Demostración (4) 
Usando el resultado del ejercicio 6.1.2.1, como k es negativo y a — b 
es negativo entonces 
ka — kb = k(a — b) 
es positiva, así que 
ka > kb. 


Ejercicio 4 


Escribir las propiedades que corresponden a la lista Inec (1) a Inec (4) 
de la página 12 para desigualdades como a >b,a<b,a > b. li] 


Ejercicio 5 
Aplicar Inec (3) de la página 12 al caso en que a < 0. (Considere 
los dos casos b < 0, b > 0.) ¿Qué pasa sia =0 0 b = 0? E 


Ya hemos definido el concepto de ecuaciones equivalentes. Las pro- 
piedades que usamos para resolver ecuaciones son las que mantienen 
la equivalencia, es decir, las que dejan el conjunto solución sin cam- 
biarlo. Similarmente para las inecuaciones definimos ¡necuaciones 
equivalentes como las que tienen el mismo conjunto solución y para 
resolverlas las trasformamos en otras más simples usando las ¿pera 
ciones permitidas O las operaciones que conservan la equivalencia 
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MB 6.2.1 


Demostración (2) 


Demostración (3) 


Demostración (4) 


Ejercicio 4 
(3 minutos) 


Ejercicio 5 
(3 minutos) 


Discusión 
k * 


Definición 3 
* * 
Definición 4 


(continúa en la página 15) 


MB 6.2.1 


Solución 1 Solución 1 


(i) Son equivalentes. 
(ii) No son equivalentes. (x:x + 1 = 4) = (3), 
[x:x? + x =4x) = (0, 3). 
(iii) Equivalentes. (xix + 1 =4) = (3), 
box — 3)N(x + 1) = 4x — 3)) = (3). 
Hay que tener cuidado en casos como éste. El conjunto solución de 
(x — ax + 1) = 4(x — a) 


es fa, 3j|. En el caso especial en que a =3, el conjunto solución 
es el mismo que el de x + 1 = 4, pero en algunos casos podríamos 
decir que una ecuación tiene “doble solución x = 3”. 


(iv) No equivalentes. Este caso parece semejante al (iii), pero la mul- 
tiplicación por (x — 1) introduce una solución nueva, 1. En 
(iii), la multiplicación por x — 3 solamente repite la solución 3. 

(v) No son equivalentes. (x:x(x — 1) = 0) = (0, 1) 
(x(x — 1)(x — 2) = 0) = (0, 1, 2) A 


Solución 2 Solución 2 


(i) Como a —a =0,a — ano es positivo, y entonces a < a. 
(ii) Si a < b,b—a es positivo, y entonces a — b es negativo, y 
por consiguiente b <a. 
(iii) Sia <b y b<c, entonces b— a y c — b son positivos. Por 
consiguiente, (b — a) + (c — b) es positivo, pero como (b — a) + 
(c — b) = Cc — a, entonces c — a es positivo y a <c. 


Para < , las propiedades (i) y (iii) se conservan. A 


Solución 3 Solución 3 


(i) VERDADERA 

(ii) FALSA 3<5 pero -3>-5 
(iii) VERDADERA 
(iv) VERDADERA 

(v) FALSA 3<4 pero (-7)+3 >.(-7)-4 
(vi) FALSA -6< -—2 pero — ¿>-3 E 


Solución 4 Solución 4 
Inec (1) se mantiene si remplazamos < por >, <, Ó, > 


Inec (2) se puede aplicar como sigue: 
Sia>by k>0, entonces ka > kb 
Sia<by k>0, entonces ka < kb 
Sia>by k>0, entonces ka > kb 

Inec (3) se puede aplicar como sigue: 
Sia>byb>0, entonces 1/a < 1/b 

> 1/b 

Sia>byb>0, entonces 1/a < 1/b 


Sia<byb=<0, entonces 1/a 


Inec (4) se puede aplicar así: 
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Sia>bykS<0, entonces ka < kb 
Sia<byks< > kb 
Sia>byk=<0, entonces ka < kb a 


O, entonces ka 


Solución 5 
wa <0, b <0, a <b: 
En este caso a-b es positivo, por el ejercicio 6.1.2.1, y entonces por 
Inec (2) podemos multiplicar cada lado de la desigualdad a < b por 
1 Aa Y: e ; 
(el cual también tiene que ser positivo como vimos en la demos- 
a . 
qn a E | 
tración (3) de la página 13) para obtener la solución 5 <-—, que es lo 
: 1 a 
mismo que —- >-. 
a" b 
Entonces si a y b son del mismo signo y si a < b, ocurre que 
(11) a < 0, b > 0; 1 1 
En este caso, forzosamente, a < b, y como — es negativo y — es po- 
sitivo, 4 b 


b = 0, entonces la recíproca no tiene sentido. ES 
(viene de la página 13) 


que son las que hemos desarrollado en esta sección. Por ejemplo, 
como podemos sumar el mismo número (por Inec (1)) a cada lado de 
una desigualdad, las inecuaciones 


2x-=T7<x+3 


2x<x+10 
son equivalentes. 


Las operaciones que mantienen la equivalencia de las inecuaciones 
son (que designaremos Op (1) a Op (4)): 


Op (1) Se puede sumar la misma constante a ambos lados de una 
desigualdad. 

Op (2) Se puede restar la misma cantidad de los dos lados de una 
desigualdad. 

Op (3) Se pueden multiplicar los dos miembros de una desigualdad 
por la misma constante positiva. 

Op (4) Si se multiplican los dos términos de una desigualdad por el 
mismo número negativo, la desigualdad cambia de sentido. 


Ejercicio 6 
¿Cuál de las siguientes proposiciones es verdadera? 


Las “operaciones permitidas” Op (1) a Op (4) están definidas en el 
conjunto de j 
(i) todas las ecuaciones que relacionan números reales; 
(ii) todas las inecuaciones de la forma a < b donde a y b son nú- 
meros reales; 
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MB 6.2.1 


Solución 5 


Tema principal 
k $ * 


Op (1) 


Op (2) 


Op (3) 


Op (4) 


Ejercicio 6 
(3 minutos) 


(i1i) todas las desigualdades de la forma a > b donde a y b son nú- 
meros reales positivos; 

(iv) todas las desigualdades de la forma a <boa>boas<bo 
a > b donde a y b son números reales. E 


Ejercicio 7 


Decir si cada uno de los siguientes pares de inecuaciones son equi- 
valentes. 


(1) 3x+2<1, 3x< —1 
(ii) 3x< —1, x<-—i 
(ii) =x<4, x<-4 
(iv) xUx— 3) < xUx + 4), x-3<x>+4 1] 


Para resolver gráficamente una inecuación (es decir para poder re- 
presentar su conjunto solución en una recta), seguimos un procedi- 
miento muy parecido al que se sigue para resolver una ecuación 
(pero debemos llevar a cabo los pasos con más cuidado porque las 
operaciones permitidas son más restringidas). 


Por ejemplo, podemos adelantar un poco la solución de la inecuación 


2x-7<x+3 
considerada en la página 15. Antes llegamos a 
2x < x +10. 


Si existe un número real x que satisface esta desigualdad podemos 
sumar —x a ambos lados y obtenemos 


x<10 
que es una forma muy sencilla de ilustrar gráficamente en la recta 
numérica ya que 


(xx < 10) = (x:2x — 7<x + 3) 


———______— 
0 10 


Como se ve, los pasos requeridos para resolver una inecuación son 
los mismos que para resolver la ecuación correspondiente: 


2x-7<x+3 27 =x +3 


2 <x + 10 (sumando 7) 2x=x+10 


2x + (—x)<x +10 +(—x) (sumando —x) 2x + (-—x) = x + 10 + (—x) 
x < 10 »=:10 


Si tiene dudas sobre cómo resolver una inecuación, resuelva la ecua- 
ción correspondiente y aplique pasos semejantes a la inecuación. 


El objetivo de resolver una ecuación es determinar un conjunto de 
números, cada uno de los cuales satisface la ecuación. De la misma 
manera, el objetivo de resolver una inecuación es encontrar un con- 
junto de intervalos tales que cada uno de sus puntos (o elementos) 
satisfagan la inecuación. Por ejemplo, en el caso que acabamos de 
considerar, la solución de la ecuación es el número 10; y la solución 
de la inecuación es el intervalo que contiene todos los números me- 
nores que 10. Así como una ecuación puede tener más de un número 
en su conjunto solución, una inecuación puede tener más de un in- 
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Ejercicio 7 
(4 minutos) 


Discusión 
* * 


Discusión 
* + 


tervalo en su conjunto solución. Estos intervalos pueden ser de algu- 
no de los tipos siguientes: 
lx<a xa, iaa aiii 
ua<a y x>bh dox<a y x>=0b) 
[exce y 2>b lux<a y x=>b] 
donde a y b son números reales. 
Estos cuatro conjuntos normalmente se escriben: 
lxbe<x<ah,  (íxbex<sa) 
febéx <a), —(xb<x <a) 
o, más brevemente 
1b, al, [b, a] 
[b, al, 1b, a]. 
Fíjese en el sentido del paréntesis cuando se trata de indicar que el 
extremo del intervalo está excluido del conjunto solución. 


Como hemos visto, estos intervalos se pueden representar en la recta 
numérica. 


Ejercicio 8 
Representar en la recta numérica los conjuntos solución de las si- 
guientes inecuaciones. 


(i) 4x + 1<3, 
(ii) x? + 4x? > x? (vea la parte (iv) del ejercicio 7), 
(iii) 4 — 6x< 1. E 


6.2.2 Combinación de desigualdades 


Hasta ahora hemos estado hablando de ejecutar operaciones en 
ambos miembros de una desigualdad. Pero, ¿podemos combinar des- 
igualdades de cualquier manera? Por ejemplo, si a < b y c < d, 
¿podemos ““sumarlas” miembro a miembro (como si fueran igual- 
dades) y decir que a +c < b+d, o “multiplicarlas” miembro a 
miembro y decir ac < bd? 


Podemos demostrar que, si a < b, y c < d, entonces a +c<b + d, 
así: 


b: — a es positivo y d — c es positivo, y por consiguiente 
(b + d) — (a + c), queesiguala (b — a) + (d — c), es positi- 
vo, y entonces a +c <b + d. 


Según esto, se puede “sumar” miembro a miembro dos desigualdades 
con tal que ambas sean “del mismo sentido”. 

Ejercicio 1 

¿Cuál es la relación entre a +c y b+d si 

(i)a<b y c<d, 


(ii) a<b y c<d, 
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MB 6.2.1, 6.2.2 


Notación 
* 


Ejercicio 8 
(4 minutos) 


6.2.2 


Tema principal 


* £* * 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


(continúa en la página 19) 


Solución 6.2.1.6 


Todas estas proposiciones son verdaderas. (En el caso de aplicar 
Op (4) al conjunto de todas las ecuaciones que contienen números 
reales no hay que tener en cuenta la instrucción de “invertir” para 
Ec (2).) 

al 


Solución 6.2.1.7 
(i) SI, por Op (2). 
(ii) SI, por Op (3), con k =3. 
(iii) NO. Aplicando Op (4) con k = —1, tenemos —x< 4 y x > -—4 
como dos inecuaciones equivalentes. 


(iv) NO. Posiblemente piense aplicar Op (3) con k = >. Pero esto 


no se puede hacer cuando x=0, y especialmente cuando 
cualquier número real x satisface x — 3 < x +4, el número 
cero no satisface x*(x — 3) < x?*(x + 4). La multiplicación 
por k mantiene la equivalencia solamente si k es un número po- 


dE 1 a Er 
sitivo. Con k = <, k no es un número positivo para x = 0 y 
5 


tenemos que considerar este caso separadamente. De esto se de- 
duce que las inecuaciones 


x—3<x+4 


xUx — 3) < xUx + 4) 
son equivalentes para xx 0, pero, como hemos visto, x =0 


no satisface ambas inecuaciones por lo cual queda excluido. En 
todo caso, las inecuaciones 


x—3<x+4 
xUx — 3) < xUx + 4) 


son equivalentes para x 0. Considerando x =0 separada- 
mente, vemos que satisface ambas inecuaciones por lo cual estas 
son equivalentes para todo valor de x. 
Le recordamos que dos ecuaciones o dos inecuaciones pueden ser 
equivalentes aun cuando no se puedan derivar la una de la otra por 
las operaciones que mantienen la equivalencia—vea la página 11. 


a 
Solución 6.2.1.8 
(i) 4x+1<3 


es equivalente a 4x < 2, 
la cual es equivalente a x < 3. 


ft) 4 dt > a 
es equivalente a 
2 > —3x*; 
la cual es equivalente a 
x > —3 con tal que x no sea cero (porque x? = 0 si x =0, 


) 
y > 0 en los demás casos). 
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Solución 6.2.1.6 


Solución 6.2.1.7 


Solución 6.2.1.8 


Si hacemos la prueba de x = 0 independientemente, encontra- 
mos que no satisface la inecuación dada. 


—— HH Hit bh bt He 
-5 4 3 2 10 1 2 3 4 


Le ponemos un círculo al cero para indicar que no pertenece al 
conjunto solución. 
(li) 4 — 6x < 1 
es equivalente a —6x < —3, 
la cual es equivalente a x > 3, usando Op (4). 


95H 


3-21 0 1 2 3 E 
(viene de la página 17) 
(iii) a>b y c>d, 
(iv) a>b y c>d, 
(vaz>b y c>d? Ea] 


Ejercicio 2 
¿Tiene validez “restar” miembro a miembro las desigualdades 


a<b y c<d? 7 


Ejercicio 3 
Investigar la proposición 
“sia<by c<d, entonces ac < bd” 


(SUGERENCIA: Ensaye con unos ejemplos numéricos.) ) 


6.2.3 Inecuaciones simultáneas 


Con frecuencia encontramos problemas que implican varias inecua- 
ciones. Un conjunto de inecuaciones que tienen soluciones comunes 
se llama un sistema de inecuaciones simultáneas. Por ejemplo, si el 
conjunto solución de una inecuación es A y el conjunto solución de 
otra inecuación es B, entonces el conjunto solución del sistema de 
inecuaciones simultáneas es el conjunto de elementos que pertenecen 
aAya B. 


Hay un tipo de inecuaciones simultáneas menos frecuentes que nos 
permite ampliar nuestra capacidad técnica para resolver inecuacio- 
nes. Este caso se presenta cuando tenemos que resolver una inecua- 
ción como 


*+x-2<0 


Polya (Polya* XVI 98) nos aconseja que cuando tengamos que re- 


solver un problema nuevo nos hagamos la pregunta: “¿conocemos un 


* G. Polya, How to Solve It, de Open University. (Doubleday Anchor Books, 1970). Este 
libro es el indicado para el Curso Básico de Matemáticas. 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 


(2 minutos) 


6.2.3 


Definición 1 
k E * 


Discusión 


* * 


Inecuación (1) 


(continúa en la página 21) 


Solución 6.2.2.1 


Para su comodidad, empiece la solución de cada una de las partes de 
este ejercicio a partir de la igualdad: 


(b + d) — (a +c) = (b— a) + (d — c) 


(i) Aquí b—a es positivo, y d —c es positivo o 0. En ambos 
casos, la suma es positiva. Entonces la respuesta es: 


a+c<b+d. 


(ii) En este caso, b—a es positivo o cero, y d — c es positivo o 
cero. La suma es cero si los dos son ceros, y positiva si no. En- 
tonces la respuesta es: 


a+cs<b+d. 


(iii) En este caso, b—a y d — c son ambos negativos, entonces la 
suma es negativa, por consiguiente: 


a+c>b+d. 


(iv) En este caso, b— a es negativo, y d — c es negativo o cero. 
En ambos casos la suma es negativa y por consiguiente: 


a+c>b+d. 


(v) En este caso, b — a es negativo o cero, y d — c es negativo o 
cero. La suma es cero si ambos son ceros y negativa si no lo son. 
Por consiguiente: 


a+c>b+d. fal 


Solución 6.2.2.2 
NO. Por ejemplo, 2 < 3 y 1 < 3, pero (2 — 1) < (3 — 3). sE 


Solución 6.2.2.3 


La proposición es verdadera si todos los números son positivos—esto 
quiere decir, si a y c son positivos, porque esto automáticamente 
hace b y d positivos. Para demostrar esto, expresamos bd — ac en 
la forma siguiente: 
bd — ac = bd — ad + ad — ac 
= (b — ajd + ad — c). 
Cada término del lado derecho de la igualdad es el producto de nú- 


meros positivos, por consiguiente es positivo. La expresión completa 
es entonces positiva, y se puede escribir 


ac < bd. 


Si a,b,c y d son negativos—esto es, si b y d son negativos—enton- 
ces la expresión 


a(d — c) + (b — ad 


es la suma de dos términos negativos (por el ejercicio 6.1.2.1) por 
consiguiente: ac > bd. | 
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MB 6.2.2 


Solución 6.2.2.1 


Solución 6.2.2.2 


Solución 6.2.2.3 


problema parecido?”. En el caso que comentamos la respuesta es 
“sí”, Conocemos la manera de encontrar el conjunto solución de la 
ecuación 


2*+x-2=0 


que resolvemos de la siguiente manera. Usando las propiedades de 
los números reales que hemos mencionado antes, reducimos esta 
ecuación a la equivalente 


(x — 1)(x + 2) = 01 


En el siguiente paso de la solución de la ecuación (2), usaremos una 
propiedad de los números reales muy conocida, que se puede deducir 
de las propiedades que ya hemos visto, tal propiedad es: 


Re (VI) Si a y b son números reales tales que a-b = 0, entonces 
a=00b=00,a=b=01. 


Aplicando esta propiedad a la solución de la ecuación (2) tenemos 
tres posibilidades: 


(x-1)=0 
ro) 

(x+2)=0 
o ambas 


x—1=0yx+2=0 (obviamente esto no es posible). 


Encontrar el conjunto solución de la ecuación (2) se reduce a encon- 
trar los conjuntos solución de las ecuaciones alternativas (3) y (4), 
cada una de las cuales es de una forma más sencilla. (Tenga en 
cuenta que ni (3) ni (4) son equivalentes a (2); el conjunto solución 
de (2) es igual al conjunto de elementos que pertenecen al conjunto 
solución de (3) o al conjunto solución de (4). También tenga en cuenta 
que (3) y (4) no son ecuaciones simultáneas. Estaremos en mejores 
condiciones de expresar con más precisión esto más adelante cuando 
hayamos desarrollado un poco la notación algebraica de conjuntos.) 
En general, para resolver una ecuación cuadrática como 


a?d+bx+c=0 
reduciéndola a dos ecuaciones lineales como 
ax+b,=0 
ax+b,=0 
que ya sabemos resolver. 
Pero también sabemos resolver inecuaciones lineales como 
ax+b<0 
¿Podemos reducir una inecuación como 
cx+dx+e<0 


a una o más inecuaciones lineales? 


4 Puede que le interese cómo se deriva la ecuación (2) de la ecuación (1), usando una 
propiedad de R en cada paso y diciendo cada vez la propiedad que está usando. 
Como punto de partida podemos escribir la ecuación (1) en la forma equivalente a 

x*+2x-x-2=0 
Los pasos pueden verse en la página 23 si le interesan. 

i Puede que le interese tratar de deducir esta propiedad de las propiedades de R, 

registrada en la página 1. La discusión está en la página 23 si le interesa. 
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(viene de la página 19) 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Tema principal 
*k h * 


Re (VID 


Ecuación (3) 


Ecuación (4) 


Ver glosario 


Otra pregunta que tenemos que hacernos es: ¿Qué propiedades de 
R de las que hemos usado para reducir la ecuación (1) a las ecua- 
ciones (3) y (4), podemos usar cuando trabajamos con inecuaciones? 


Para la ecuación (2) usamos solamente las propiedades de la adición 
y la multiplicación en R a fin de reorganizar el miembro izquierdo de 
la ecuación y cada uno de los pasos dados es igualmente válido para 
la inecuación (1). Pero el paso de (2) a (3) y (4) depende de la propie- 
dad Re (VI) que viene de las propiedades de los números reales sin 
las propiedades de orden. Las propiedades de las desigualdades 
naturalmente invocan las propiedades de orden, y no podemos su- 
poner la análoga de R(VI) para las desigualdades, específicamente 
que ab < 0 implique que a <0 o b<0, o ambas. 


Según esto podemos reducir la inecuación 
*+x-2<0 

a la inecuación equivalente 
(x + 2)(x — 1)<0, 


pero para ver lo que es el próximo paso tenemos que recordar los prin- 
cipios básicos. El tipo de desigualdad en que estamos pensando es 


ab<0 
es decir ab es negativo. 


Si ab es negativo o positivo depende de si a y b son positivos o nega- 
tivos de la siguiente manera (vea el ejercicio 6.1.2.1.): 


a b ab 
+ + + 
+ —_ — 
_ + — 
= o - + 
(Usamos + para indicar positivo y — para indicar negativo.) Por 


consiguiente ab es negativo si uno de los dos a y b es positivo y el 
otro es negativo, es decir, si 


oa<0 y b>0 


oa>0 y b<0 


(o ambos, lo cual no es posible), que nuestro ejemplo toman la forma 


ox=1<0 y x+2>0 


ox—-1>0y x+2<0 


(o ambas, lo cual no es posible). 


La inecuación (1) es equivalente a las inecuaciones (2). Pero, ¿qué 
quiere decir (2)? Esta es una proposición muy complicada. 


Tenga en cuenta que en (2) las inecuaciones de la primera línea son 
alternativas a las inecuaciones de la segunda (como ecuaciones “al- 
ternativas”), y que las dos inecuaciones de cualquier línea son “si- 
multáneas”. Un número pertenecerá al conjunto solución de (2) si 
pertenece o al conjunto ; 
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Desigualdades (2) 


(continúa en la página 23) 


TEMA OPCIONAL 


Los pasos de la discusión para demostrar 
equivalente a la ecuación (2). 


*+x-2=0 
¿4 1x2 =0 
*+(2-1)x-2=0 

x+2x-x-2=0 


(—x)+(2x-2)=0 


(x:x—-1-3+(Q:-x-2-1)=0 
x"(x-1)+2-(x-1)=0 


(x + 2)-(x-1)=0 


Re(VD Si a y b son números reales tales 
o, a:=0, 0, b=0, o ambos a y 
Demostración (VI) 


Si a 0, entonces por Re (4), la ecuación 
a:b=0 


tiene una única solución para b. 

Pero a-0 =0 por Re (II), por consiguiente 
Por consiguiente, si a 4 0, entonces b =0, 
Similarmente, si bx 0, entonces a =0. 


que la ecuación (1) es 


(Propiedad de 1 en Re (3)) 


(Propiedad distributiva 
en Re (2)) 


(Propiedad conmutativa 
y asociativa en Re (2)) 


(Propiedad de 1 en Re (3)) 


(Propiedad distributiva 
en Re (2)) 


(Propiedad distributiva 
en Re (2)) 


que a+b =0, entonces 
b=0, 


O es la solución. 


Por consiguiente, a =0 0 b=00a=b=0. jes 


(viene de la página 22) 


fbuox—1<0 y x+2>0) es decir (x:x<1 y x> -2) 


o al conjunto 


lox—-1>0 y x+2<0) es decir (x:x>1 y x< -—2)] 


El primero de estos conjuntos es el intervalo ]—2, 1[. El segundo 
conjunto no contine elementos porque ningún número real puede ser 
ala vez > 1 y < —2. Por consiguiente el conjunto solución es el in- 


tervalo ]-—2, 1[. Otra manera de resolver 


este tipo de inecuacio- 


nes que hemos considerado arriba es utilizar el método gráfico. 


* El símbolo .. significa “de donde”. 
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Material suplementario 
* 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Re (VI 


Ejercicio 1 
Usando el mismo sistema de coordenadas dibujar las gráficas de las 
funciones. 


fix ——x +2, (xeR) 
gx — 1. (xeR) 
(i) En su gráfica indicar el subconjunto del dominio para el cual 
g(x) >0 y fx) <O. 
(ii) En su gráfica indicar el subconjunto del dominio para el cual 
g(x) <0 y f(x) >0. 


(iii) En su gráfica indicar el subconjunto del dominio que sea el con- 
junto solución de la inecuación (x — 1)(x + 2) < O. El 


Ejercicio 2 
Encontrar el conjunto solución de la inecuación 

x*+x-2>0. Mm 
Algo sobre notación de conjuntos 


Hay una notación para expresar desigualdades como (2) de una ma- 
nera más general, que es muy cómoda cuando uno se acostumbra a 
ella. Vamos a usar mucho esta notación en la Unidad 11, Lógica ly 
también de vez en cuando en el resto del curso. 


Definiremos en seguida dos operaciones binarias en un conjunto, 
que se llaman intersección y unión, que provienen de dos tipos de 
proposiciones que resultan al componer las desigualdades (2) de la 
página 22. 


Intersección de dos conjuntos 


Para ser elemento del conjunto (x:x— 1<0 y x:x +2 > 0] un 
elemento tiene que satisfacer ambas condiciones; en otras palabras, 
tiene que pertenecer a ambos conjuntos. 


Lbox—-1<0) y (x:x+2>0) 
A 1 


recubrimiento 


-2 -1 0 1 


(x:x+2>0) 


Este “recubrimiento” de dos conjuntos lo llamamos la intersección 
de los dos conjuntos. 


En general, definimos la intersección de dos conjuntos A 
y B como el conjunto de todos los elementos que pertenecen 


a A y a B. Denotaremos este conjunto con A(MB, que 
leemos “A intersección B”. 


Esta definición se puede aplicar a cualquier pareja de conjuntos A 
y B, pero la representación en la recta numérica se aplica solamente 
a los conjuntos de números reales. Como otra manera de graficar, se 
consideran dos conjuntos de puntos de un plano, cada uno de los 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Tema principal 
* hh * 


Definición 2 
Rh £R + 


cuales está encerrado por una curva y denotado en el dibujo por A y B 
respectivamente. 


La intersección de estos dos conjuntos es la región coloreada: 


A B 


ANB 


Frecuentemente se necesita usar este tipo de diagrama para graficar 
conjuntos más generales. Por ejemplo la región A podría representar 
el conjunto de todos los hombres y B el conjunto de todos los estu- 
diantes de The Open University, entonces el área coloreada repre- 
senta el conjunto A(1B que, en este caso, sería el conjunto de 
todos los estudiantes masculinos de The Open University. 


Unión de dos conjuntos 
Para ser elemento del conjunto solución de las desigualdades (2) de 
la página 22, un elemento tiene que pertenecer a uno (o a ambos) de 
los conjuntos. 

lux—-1>0 y x+2<0) 

lxix=-1<0 y x+2>0) 


En general definimos la unión de dos conjuntos A y B como 
el conjunto de los elementos que pertenecen a Aoa Boa 


ambos A y B. Denotamos este conjunto con “AU B” que 
se lee “A unión B”, 


La unión de los conjuntos A y B mostrados en el diagrama anterior se 
muestra coloreada en el diagrama siguiente. 


AUB 


Unión e intersección como operaciones 


Si A y B son subconjuntos de un conjunto X, entonces AN B y 
AU B también son subconjuntos de X; en otras palabras, N) y U 
pueden considerarse como operaciones binarias en el conjunto de 
todos los subconjuntos de X, análogas a las operaciones binarias de 
multiplicación y adición en R. ¿Hasta qué punto se extiende esta 
analogía? Vamos a demostrar en seguida que la analogía se extiende 
hasta muy lejos, usando las propiedades de asociatividad, conmuta- 
tividad y distributividad. (Designaremos estas propiedades Con- 
junto (1) a Conjunto (4)). 
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Definición 3 
* hh £ 


Tema principal 
* * * 


(continúa en la página 28) 


MB 6.2.3 


Solución 1 Solución 1 


i 
w t(),9(x) 


Subconjunto para el cual 
gíx) > 0 


/ 


Subconjunto para el 
cual f(x) < 0 


p 


No hay recubrimiento entre estos 
conjuntos, entonces no hay ninguna 
parte del dominio para la cual 

gíx) > 0 y flx) <O 


(ii) 


100,9 () 


Y:xHx-1 


Subconjunto para el 
cual g(x) < O 


p 


Subconjunto para el cual 
fix) > 0 


El recubrimiento es el 
subconjunto para el cual 
gíx) < 0 y fix) > 0 


(iii) 


£00,900 


Conjunto solución 


/ 


En (i), el subconjunto requerido es el “recubrimiento” rojo de la línea; 
en este caso no hay recubrimiento. 


En (ii), las líneas rojas se recubren. 
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En (iii), el subconjunto requerido es el conjunto de todos los puntos 
del eje x, que están o en el subconjunto determinado en (i), o en el 
determinado por (ii). Este subconjunto está coloreado en rojo; como 
no hay puntos en el caso (i), es el mismo subconjunto del caso (ii). 
Solución 2 Solución 2 
Si (x — 1)(x +2) > 0, entonces 
o x-—1>0 y x+2>0 
o a 1<X0 y x= E2R<0 


(Otra vez, es imposible que las dos sean verdaderas.) En la gráfica (i) 
debajo, está indicado el subconjunto del eje de x para el cual 


x=1>0 y x+2>0 

En la gráfica (ii), está indicado el subconjunto para el cual 
x=1<0 y x+2<0 

En la gráfica (iii), está indicado el subconjunto solución de 
2+x-2>0 

Esto es, en efecto, el conjunto 


lxeR:x>1lox< -2) 


£00, g(x) 


9:xH>x-1 


Subconjunto para el 
cual glx) > O 


| 


Subconjunto para el 
cual f(x) > O 


(ii) 


£(09,90) 


g:XH»x-1 
Subconjunto para el 
cual g(x) < O 


ES 
Subconjunto para 
cual f(x) < O 
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(iii) 


f(x), gx) 


Tenga en cuenta que en este caso, en la proposición de la solución 
“o A es verdadera o B es verdadera”, hay en ambos elementos del 
conjunto solución para los cuales A es verdadera y B no es verdadera, 
y elementos para los cuales B es verdadera y A no es verdadera. (4 
es la proposición: x 42 >0 y x — 1 >0; Bes la proposición: 
x+2<0 y x-1<0,) | 


(viene de la página 25) 


Conjunto (1) La U es conmutativa y asociativa. 


(El primer diagrama ilustra AUB y BU A. El segundo diagrama 
ilustra que AU (BU C) y (4 U B) U C son iguales. La unión de una 
colección de conjuntos es simplemente el conjunto de todos los ele- 
mentos que pertenecen “a por lo menos uno” de los conjuntos, y es 
independiente del orden en el cual consideremos los conjuntos.) 


Conjunto (2) (fl es conmutativa y asociativa. 
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Solución 2 
(continuación) 


Conjunto (1) 


Conjunto (2) 


MB 6.2.3 


A B 
A B 
c 
(La intersección de una colección de conjuntos es simplemente el 


conjunto de todos los elementos que son comunes a todos los conjun- 
tos y es independiente del orden en el cual los consideremos.) 


Conjunto (3) N es distributiva respecto de la U Conjunto (3) 


A B 


El primer diagrama representa AN (BU C), y el segundo repre- 
senta AN C en rayado vertical y AM B en rayado horizontal. Cla- 
ramente se ve que la unión de los dos conjuntos rayados Ap C, 
AN AB, en el segundo diagrama, es igual al conjunto rayado en el 
primer diagrama. 


En otras palabras, la discusión se puede presentar así: 


AN (BU C) es el conjunto de todos los elementos que están en A 
y en BU C. Es decir, están en A de todas maneras, y también en B 
oen Co en ambos B y C. Por consiguiente, están en A y en B, o están 
enA yen C, o en A y en By C. Luego constituyen el conjunto 


ANBUAN C). 
29 


Ejercicio 3 
Usar ambos diagramas y la discusión verbal para establecer la si- 
guiente propiedad. 


Conjunto (4) U es distributiva respecto de la NM. A 


Ejercicio 4 


Describir en palabras la unión del conjunto de todos los hombres y el 
conjunto de todos los estudiantes de The Open University. E 


Ejercicio 5 
Dibujar la gráfica de los siguientes conjuntos 

(1) A=((x,y):xeR yeRx+y-1l= 0) 

(ii) B= ((x, y):xeR, yeR,x? + y? — 1=0) 
(11) AN B 
(iv) AUB n 
Ejercicio 6 

(i) En la recta numérica dibujar la gráfica del conjunto 

(e:x — 1>0) U [x:x +2<0) 

(ii) Describir el conjunto [x:x—1>0jN(x:x+2<0J. E 
Ejercicio 7 
Completar las siguientes proposiciones. 

(i) Para cualquier conjunto A, AUY = 0 
(ii) Para cualquier conjunto A, ANG =[ —] 


D es el símbolo introducido en la página 7 para indicar conjunto 
vacío. EE 


En esta unidad hemos hablado mucho del conjunto solución, que es 
un subconjunto de los números reales. Cuando definimos un subcon- 
junto S, de un conjunto dado A definimos automáticamente otro con- 
junto, el conjunto de todos los elementos de A que no pertenecen a S. 
En términos de los diagramas que hemos estado usando, y represen- 
tando un subconjunto apropiado del conjunto A por una región con- 
tenida completamente en la región que representa a A, este conjunto 
se representa por consiguiente: 


El conjunto de todos los elementos 
de A que no pertenecen a S 


Este conjunto se llama el complemento de S con respecto a A. Si, en 
una discusión que trate de complementos, todos éstos se consideran 
con respecto al mismo conjunto, entonces comúnmente el comple- 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Conjunto (4) 
Ejercicio 4 


(2 minutos) 


Ejercicio 5 
(3 minutos) 


Ejercicio 6 
(3 minutos) 


Ejercicio 7 
(2 minutos) 


Definición 4 
 k * 


mento de un conjunto S se denota por S'. Por ejemplo, con respecto 
al conjunto de todos los individuos, si S es el conjunto de los estu- 
diantes de The Open University, S' es el conjunto de todos los que 
no son estudiantes de The Open University. 


Ejercicio 8 


Considerar los conjuntos siguientes como subconjuntos del conjunto 
de todos los hombres. Si A es el conjunto de todos los hombres, B es 
el conjunto de todos los que hablan inglés, describir en palabras los 
siguientes conjuntos: 

() 4 

(ii) B' 
(iii) (4Y 

(iv) (4 N B) 

(v) 44UB' Ñ 


6.2.4 Algunas inecuaciones no lineales 


Hasta ahora el único tipo de inecuación que sabemos resolver es el 
de la forma 


ax+b<0 
en que a y b son números dados y a 0. 


Este tipo de inecuaciones recibe el nombre de inecuación lineal con 
una incógnita Cualquier otro tipo de inecuación con una incógnita, 
se llama no lineal 


En 6.2.3 discutimos en particular, la inecuación no lineal 
(x — 1)(x + 2)<0. 


La solución de esta inecuación se puede escribir formalmente en 
términos de conjunto solución. Esto nos indica que una discusión 
verbal se puede expresar simbólicamente. Discutiremos la expresión 
de discusiones lógicas de forma algebraica en la Unidad 17, Lógica Il. 


La inecuación (x — 1)(x + 2) < 0 se satisface si 


o 
x=1<0 y x+2>0 


=T>0 y x+2<0, 


entonces podemos escribir 
fx: (x — 1)(x + 2) < 0) 
=Íxix—1<0 y x42>0) U (x:x —- 1 >0 y x+2<0) 
= ((x:x-—1<0) NM (x:x +2 > 03) U ((x:x-1>0) N (x:x +2<0)) 
= ((x:x-1<0)NM (x:x+2>0))U Y (Vea la página 34) 
=(x:ix—1<0) NM (x:x+2>0) (Vea la página 34) 
Sa < 1) AN lex > —2) 
mx: -=2<x<l) 
=]-2,1( 
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Ejercicio 8 
(3 minutos) 


6.2.4 


Definiciones 
* * 


Definición 1 


* * 


Definición 2 


* * 


(continúa en la página. 34) 


Solución 6.2.3.3 


El área doblemente rayada representa 
(AUB) n (AUC) 


AUI(BN C) es el conjunto de todos los elementos que están o en 
A o en ambos B y C. Entonces cualquier elemento de A estáen AU B 
y en AU C; lo mismo podemos decir para cualquier elemento que 
está en ambos, en B y en C. Así, todos los elementos de AU (BN C) 
están en (4AUB) NM (AU C). Al contrario, cualquier elemento de 
(AU B)N (4U C) está en ambos, en AU B yen AU C. En con- 
secuencia, si no está en A tiene que estar en ambos B y C. Así que 
cualquier elemento de (AU B) N (AU C) es elemento de 


AU(BNC). 
Entonces, AU (BN C) = 4AUBIN(4U C). E 


Las propiedades de distributividad de las operaciones (1 y U de 
conjuntos; se pueden expresar: 
ANM(BUC)=(ANBJU(ANC) 


para todo A,B,C EX 
e 


y nos recuerdan la propiedad distributiva de la multiplicación respecto 
de la adición de números reales: 


a-(b +c)=(a-b) + (a-c) para todo a,b,ce R 
Pero tenga en cuenta que las operaciones U y N de conjuntos no 


son completamente análogas a las operaciones de multiplicación y 
adición de números reales, porque 


a + (b-c)AH (a + b)- (a +c) para todo a,b,c ER 


es decir, la adición no es distributiva respecto de la multiplicación, 
pero (71 y U son mutuamente distributivas entre sí 
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Solución 6.2.3.3 


Discusión 
* * 


MB 6.2.3 
Solución 6.2.3.4 Solución 6.2.3.4 


Este es el conjunto de todos los individuos que son hombres o estu- 
diantes de The Open University, incluyendo los estudiantes de The 
Open University que son hombres. E 


Solución 6.2.3.5 Solución 6.2.3.5 


eA 


*— AnB = ((0,1),(1,0)) 
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Solución 6.2.3.6 


1 -—————— > 0 — 
5-4 3-2 1.0.1 2.3.4 5 


Los números entre —2 y 1 no satisfacen ninguna de las inecua- 
ciones. 

(ii) No hay números que satisfagan las inecuaciones simultánea- 
mente—los conjuntos solución no se recubren. Entonces el con- 
junto solución es el conjunto Z. (Tenga en cuenta que (7) no será 
una Operación binaria sin Y, porque AN B no estaría definido 
como un conjunto si A y B no tuvieran elementos en común.) 


E 
Solución 6.2.3.7 
() AUDBD=A. 
(ii) AND=9G. a 


Solución 6.2.3.8 


(i) El conjunto de todas las mujeres. 
(ii) El conjunto de toda la gente que no habla inglés. 
(iii) El conjunto de todos los hombres. 
(iv) Es la unión del conjunto de todas las mujeres con el conjunto de 
toda la gente que no habla inglés. 
(v) Es el mismo conjunto del ejercicio (iv). a 


(viene de la página 31) 


Ejercicio 1 

Representar en la recta numérica el conjunto solución de las inecua- 
ciones siguientes: 

(1) (x + 3)(x — 1) <O, 

(11) (x + 2)(x + 3) > 0. El 


En el próximo ejercicio introducimos un método distinto para resolver 
inecuaciones. 


Ejercicio 2 
Dibujar la gráfica de la ecuación 
y = (x — 4)(x + 1) 


Indicar la parte del eje x que corresponde a y < 0. Escribir el con- 
junto solución de la inecuación 


(x — Mx + 1)<0. 1 


Este último ejercicio demuestra cómo las inecuaciones se pueden 
resolver gráficamente. Si podemos dibujar la gráfica de la ecuación 

= f(x) entonces la solución de la inecuación f(x) < 0 consiste en 
localizar las regiones de la curva que están debajo del eje x. Los ejem- 
plos que hemos considerado hasta ahora son todos tales que la grá- 
fica de f es fácil de dibujar. En otros casos se necesita un método 
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Solución 6.2.3.6 


Solución 6.2.3.7 


Solución 6.2.3.8 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 
* * 


más ingenioso. (Para los ejemplos que hemos visto hasta ahora ambos 
métodos, tanto el gráfico como el de discusión lógica permiten encon- 
trar el conjunto solución de la ecuación f(x) = 0.) 


6.2.5 Resumen 


En la sección central de esta unidad hemos desarrollado las técnicas 
para manipular desigualdades. 


El procedimiento para resolver una inecuación es muy parecido al 
procedimiento para resolver una ecuación. En efecto, al llevar a cabo 
una serie de operaciones en cada lado de una inecuación sin que 
cambie el conjunto solución, tratamos de reducirla a una forma más 
simple, para la cual el conjunto solución es fácilmente determinable. 
Estas operaciones las discutimos en 6.2.1 y nos permiten resolver una 
inecuación “lineal”. 


También discutimos la situación que se presenta cuando tenemos dos 
o más inecuaciones y surgieron dos preguntas: ¿Podemos combinar 
las desigualdades de cualquier manera? ¿Podemos encontrar un con- 
junto de números que satisfagan ambas inecuaciones simultánea- 
mente? Para contestar la segunda pregunta encontramos conveniente 
ampliar nuestro vocabulario introduciendo unas pocas ideas más 
sobre conjuntos. Esta parte es en realidad, independiente del tema 
principal de esta unidad—pero volveremos a este tópico un poco más 
adelante en la Unidad 11, Lógica 1. 


Las inecuaciones simultáneas las aplicamos inmediatamente, ya que 
nos permitieron extender nuestra capacidad técnica para resolver 
ciertas inecuaciones no lineales, considerándolas como inecuaciones 
simultáneas o alternativas. 


Si quiere adquirir más práctica en esto puede ver uno de los libros 
mencionados en la bibliografía. Pero sería bueno esperar hasta cuando 
haya estudiado toda esta unidad para ver si el tiempo le es suficiente. 


6.3 DESIGUALDADES QUE PROVIENEN DE 
FUNCIONES DE RXxR EN R 


6.3.1 Conjuntos solución como subconjuntos 
del plano 


Hasta ahora hemos discutido solamente inecuaciones de la forma 
f(x) > 0 donde f es una función cuyo dominio y codominio son sub- 
conjuntos de R, es decir una función de una variable (real). Encon- 
trar el conjunto solución de este tipo de inecuaciones equivale a tener 
como base el conjunto R (que sabemos representar en una recta) e 
interpretar la inecuación como un subconjunto de R que tiene una 
condición (o una porción o colección de porciones de la recta numéri- 
ca.) El proceso de encontrar la solución equivale a identificar tal sub- 
conjunto, porción o colección de porciones. 


También tenemos que considerar problemas que envuelven funciones 
de RX R en R (es decir funciones de dos variables (reales)) porque, 
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Resumen 


6.3.1 


Discusión 
* * 


(continua en la página 36) 


Solución 6.2.4.1 
(i) 


(ii) 


El 
Solución 6.2.4.2 
y 
(Goy) :y = (1-4) (x+1)) 
Conjunto solución 
e 4 x 
El conjunto solución es: (x:-1<x<A4J]. Ñ 


(viene de la página 35) 


aunque no hemos discutido la posibilidad de ordenar su dominio 
/(- entonces no podremos hablar de desigualdades entre elementos del 
dominio), no se necesita que sea ordenado. Inecuaciones de éstas 
hay que expresarlas en términos del codominio. Por ejemplo, si las 
funciones f y g están definidas por: 


fx, Y) x + y (x,y)eR x R) 


8:(x, y)——3 (xy) eR x R) 
entonces la inecuación 
S(x, y) < g(x, y) 
ciertamente tiene sentido y equivale a 
x+y<3 (a, y)eR x R) 


Sabemos que, así como podemos representar un número real por un 
punto de la recta numérica, podemos representar también un par de 
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Solución 6.2.4.1 


Solución 6.2.4.2 


números reales (x, y) por un punto de un plano. Si no hay restriccio- 
nes para x y y distintas de que tienen que ser números reales en- 
tonces el conjunto de todos los pares (x,y) que consideramos está 
representado por un plano, como lo vimos en la Unidad 3, Operaciones 
y morfismos. 


Cualquier otra restricción para x o y o ambas limitará las coordenadas 
de los puntos (x, y) a un subconjunto del plano. 


Un caso sencillo es la condición 
x+y=3 


En este caso la representación no es el plano completo, sino que el 
punto de coordenadas (x, y) tiene que estar en una línea. 


Esta línea se puede considerar como representación del conjunto so- 
lución de la ecuación x + y =3. 


Ejercicio 1 

La recta cuya ecuación es x + y =3 divide al plano en tres sub- 
conjuntos: En uno de estos subconjuntos tenemos los puntos (x, y) 
tales que x + y < 3, en otro los puntos (x, y) tales que x + y >3 y 
en el tercero los puntos (x, y) tales que x + y = 3. Identificar en un 
plano los tres subconjuntos de puntos que verifican estas proposi- 
ciones. Es] 


Ejercicio 2 


Dibujar el conjunto solución de 2x — 3y < 4. Es 


6.3.2 Otras inecuaciones no lineales 


Las inecuaciones discutidas en la última sección se llaman lineales 
porque la representación de su conjunto solución está limitada por 
una línea recta. Cualquier inecuación de la forma ax +by+c<0 
es de este tipo. Pero no estamos restringidos a las lineales solamente. 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


6.3.2 


Definición 1 


(continúa en la página 38) 
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Solución 6.3.1.1 Solución 6.3.1.1 


(oy) :x+y <3) 


Solución 6.3.1.2 Solución 6.3.1.2 


eq A A 
(viene de la página 37) 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 


] ' (2 minutos) 
La gráfica de la ecuación 


es una circunferencia. Dibujar esta circunferencia e indicar la región 
correspondiente a 


*+y<ih L] 
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Ejercicio 2 
La ecuación 
x? + 4y? = 36 
es la de la elipse dibujada: 


(y) :x?+4y? -36) 


Dibujar la gráfica de los conjuntos solución de las siguientes inecua- 
ciones: 


(1) x? + 4y? < 36, 
(ii) x? + 4y? > 36. | 


Ejercicio 3 (¡Tenga cuidado!) 
La gráfica de la ecuación 
(ax + by+c)?=0 


es una línea recta. Dibujar esta línea e indicar la región del plano 
correspondiente a (ax + by + c)? >0, sl 


6.3.3 Sistemas de inecuaciones simultáneas 


Vimos que el conjunto solución de un sistema de inecuaciones simul- 
táneas se puede obtener al hallar la intersección de los conjuntos 
solución de las dos inecuaciones que constituyen el sistema. En el 
caso de las inecuaciones de una variable, esto se puede lograr encon- 
trando la región de la recta numérica donde los dos intervalos se 
recubren. 


Es natural, esperar, para las inecuaciones de dos variables una si- 
tuación semejante. Esto es verdadero y por consiguiente tales siste- 
nas de inecuaciones simultáneas se pueden tratar sin introducir 
más ideas. Primero que todo consideraremos inecuaciones lineales. 
Por ejemplo, el conjunto solución de la inecuación 


+2Zy<53 
es un “semiplano”, y el conjunto solución de 


x—3y<4 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Vea el glosario 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


6.3.3 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 41) 


MB 6.3.2 


Solución 6.3.2.1 Solución 6.3.2.1 
y 
(Goy): x?+y?<16) 


Solución 6.3.2.2 Solución 6.3.2.2 


(0, y):x?+4y2<36) 


y 


(x.y) :x?+4y?>36 
( 


Solución 6.3.2.3 Solución 6.3.2.3 


La región (ax + by + c)? > 0 está compuesta por todos los puntos 
del plano que no están en la línea ax + by + c =0. | 


(viene de la página 39) 


es otro semiplano. Los puntos que satisfacen simultáneamente a 
ambas inecuaciones están en la región donde estos semiplanos se 
recubren. 


(0, y): x+2y=3) 


(Q, y) :x-3y=4) 


Ejercicio 1 
Representar en un plano, el conjunto solución del sistema de inecua- 
ciones simultáneas: 


x+2y<3 
x—3y<4 
x+y<0 a 


Ejercicio 2 


Cada una de las regiones coloreadas abajo representa el conjunto 
solución de un sistema de inecuaciones lineales simultáneas. En 
cada caso escribir el sistema de inecuaciones correspondiente. 


(1) y 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


MB 6.3.3, 6.3.4 


(ii) 
(iii) y 
x 
[E] 
6.3.4 Aplicación de las inecuaciones 6.3.4 
En esta sección indicaremos cómo algunas de las ideas que hemos Aplicación 
estado discutiendo pueden ser aplicadas a la solución de un nuevo e 


problema que se presenta frecuentemente en administración. Un 
ejemplo típico es el del dueño de una mina que tiene varias opciones 
para explotarla. El puede explotarla a una capacidad constante de 
producción; puede empezar con una capacidad pequeña y aumentarla 
poco a poco; puede empezar con una producción grande y reducirla 
poco a poco; en fin, tiene muchas posibilidades. Teniendo unas pre- 
dicciones económicas de precios, costos, etc., él presumiblemente de- 
seará organizar su producción para obtener la ganancia máxima. 


Un fabricante de abrigos para mujer encuentra que puede hacer una 
ganancia más grande vendiendo abrigos de invierrío que vendiendo 
abrigos de verano y que es más fácil vender abrigos de verano. Presu- 
miblemente él tiene que trabajar sujeto a ciertas limitaciones como 
la obligación de proveer cierto número de cada tipo de abrigos y ob- 
tener una máxima producción de un cierto número de máquinas y 
trabajadores que tiene a su disposición. Otra vez estamos enfrentados 
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a un problema que tiene varias posibilidades para organizar la pro- 
ducción. El fabricante debe escoger entre estas posibilidades aquella 
que le convenga más; puede ser la que le produzca mayor ganancia o 
la que le haga menor los costos, o la que le reduzca el trabajo difícil, 
o cualquiera otra que él quiera usar. 


Los problemas de este tipo tienen dos partes: primera, determinar el 
conjunto de las posibilidades de producción, y segunda, escoger de 
éste conjunto la posibilidad óptima. 


Ejercicio 1 


Un agricultor produce dos clases de abono, X y Y, usando productos 
químicos A y B. El abono X está compuesto de 75% del producto A y 
25% del producto B. El abono Y está compuesto de 50% del producto 
A y 50% del producto B. El necesita por lo menos 40 bultos de X y 
por lo menos 60 bultos de Y, y tiene disponibles 100 bultos de A y 60 
bultos de B. Si produce x bultos de X, y y bultos de Y, encontrar 
cuatro inecuaciones que se satisfagan por x.y y. 


(SUGERENCIA: Una de las inecuaciones puede obtenerse escribien- 
do la cantidad del producto A que se necesita para producir x bultos 
de X y y bultos de Y; otra se puede obtener considerando la canti- 
dad del producto B que utilice.) | 


Ejercicio 2 


Dibujar la gráfica que representa el conjunto de pares (x, y) de todos 
los arreglos de producción posibles del ejercicio anterior. E 


Ejercicio 3 


Si el agricultor quiere producir la máxima cantidad de abono posible, 
tiene que encontrar el par (x, y) perteneciente al conjunto que usted 
dibujó en el ejercicio 2 para el cual x + y es máximo. Encontrar 
este par. a 


Ejercicio 4 


Un fabricante de comida en latas produce “fríjoles con carne picada” 
que contiene 90% de fríjoles y 10% de carne, y “carne picada con frí- 
joles” que contiene 50% de fríjoles y 50% de carne. Su investigador de 
mercado le dice que debiera producir cada semana por lo menos 150 
bultos de “fríjoles con carne picada” y por lo menos 100 bultos de 
“carne picada con frijoles”. Su proveedor puede suministrarle cada 
semana solamente 270 bultos de fríjoles y 100 bultos de carne. Si él 
produce x bultos de “fríjoles con carne picada” y y bultos de “carne 
picada con frijoles”, escribir cuatro inecuaciones que se satisfagan 
por x y y, y dibujar la gráfica del conjunto de pares posibles (x, y) 
de los cuales el fabricante pueda escoger. (Olvídese de las alteracio- 
nes posibles como guardar provisión de fríjoles para la semana si- 
guiente.) E 


Ejercicio 5 


Si el fabricante del ejercicio 4 hace 2p ganancia en cada lata de “frí- 
joles con carne picada” y una ganancia de 3p en cada lata de “carne 
picada con fríjoles”, ¿cómo deberá organizar su producción para ob- 
tener la ganancia máxima? n 
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Ejercicio 1 
(10 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(5 minutos) 


Ejercicio 5 
(3 minutos) 


MB 6.3.3, 6.3.4 
Solución 6.3.3.1 Solución 6.3.3.1 


(Goy): x-3y =4) 


((x, y): x+2y =3) 


(Gx. y): x+ y = 0) 


LES] 
Solución 6.3.3.2 Solución 6.3.3.2 
(1) x > 0, y > 0, 2x + y > 2. 
(ii) y < 1, x + 2y > 2, 3x + 2y < 6. 
(iii) x <0, y <O. Sl 
Solución 1 Solución 1 
hx + 4y < 100 
+ 3¿y< 60 
x> 40 
y> 60 w 
Solución 2 Solución 2 
y 
(Guy) : x=40) 
(Gay) : y = 60) 
((x,y): Jx+ jy -=60) 
x 
((x,y) : x+ Py =100) a” 


MB 6.3.4 


Solución 3 Solución 3 
x=80, y=80 


En el diagrama de arriba, el valor máximo de x + y ocurre en D. Si 
llegó a esta respuesta para el valor máximo, ¿cómo lo hizo? ¿Adivi- 
nando? ¿Por qué es obvio? ¿Cómo lo haría en un caso más complicado? 
Mucho mejor que no haya conseguido la respuesta correcta, porque 
tal vez le interese saber cómo se puede conseguir. 


Para encontrar el valor máximo de x + y llamamos ca x+y, es 
decir 
x+y=c 


Dado un valor de c esta expresión corresponde a una línea recta: por 
ejemplo si c = 10 tenemos la recta de ecuación x + y = 10. 


y 


pe ((x,y): x+y =10) 


Esta línea no corta la región ABCD, por consiguiente no hay ningún 
par (x, y) que sea x + y = 10. Como estamos tratando de encontrar 
el valor máximo de c, tendremos que probar otros valores para c. 
Tenga en cuenta que nos resultará un conjunto de rectas paralelas: 


y 


Pe ¿A A 
c-40 c-80 c=100 c=120 c-160 
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Cuando c = 100, la recta pasa por B y por consiguiente 100 es un 
valor posible de x +y:en B, x =40, y = 60. Cuando c = 120, la 
recta tiene muchos puntos en común con la región y cada punto de la 
intersección representa un arreglo posible que da 120 bultos de abono. 
Podemos resolver el problema aumentando continuamente c hasta 
lograr que la recta quede justamente saliendo de la región. Si hace- 
mos esto encontramos que el valor máximo de c ocurre cuando la 
recta pasa por el punto D, que representa una producción total de 
160 bultos de abono. á al 


Solución 4 


Para hacer x bultos de “fríjoles con carne picada” y y bultos de 
“carne picada con frijoles”, el fabricante necesita: 


$x +3y bultos de fríjoles 


Tx +3y bultos de carne picada 


Por consiguiente, 
Tox + dy < 270 
16x + 3y < 100. 


También sabemos que 


x > 150 
Y 
y > 100 
y 
— ((x,y) : x=150) 
(ly): y =100) 
x 
(Guy): ¿5 x+ y =100) 
(0oy) 2 x+1y = 270) 
El 
Solución 5 


Tenemos que encontrar el valor máximo para 2x + 3y. Si en- 
saya varias rectas con la ecuación 2x + 3y =cC encontrará que el 
valor máximo de c correspondiente a una recta que todavía corta la 
región, ocurre para la recta que pasa por P, y P tiene las coordenadas 
(212,5, 157,5). 2 


Los ejemplos que hemos estado discutiendo sor obviamente, muy 
simples pero es que no hay razón para hacerlos más ajustados a la 
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Solución 4 


Solución 5 


Discusión 
* 


realidad porque al aumentar los detalles se pierden de vista los prin- 
cipios o axiomas usados en su resolución. En la vida real se presentan 
problemas con ciento y más variables y por consiguiente hay que 
plantear, para resolverlos, cientos de inecuaciones. Sin embargo, los 
principios o axiomas son los mismos usados para problemas sencillos, 
es decir hay que maximizar o minimizar una expresión de varias va- 
riables las cuales se restringen a satisfacer un conjunto de condi- 
ciones. Naturalmente que se han ideado métodos sofisticados tanto 
para plantear el problema como para resolverlo pero nosotros no nos 
ocuparemos, por ahora, de éstos. 


Los problemas que hemos desarrollado son ejemplos de problemas de 
Programación lineal pero el nombre no es importante. (Como dijo 
Sherlock Holmes: “Usted mencionó su nombre, pero fuera de los 
datos obvios que es soltero, abogado, masón y un asmático, yo no sé 
nada más de usted”.) 


En cada uno de los ejemplos tuvimos que maximizar una expresión 
lineal dada por inecuaciones lineales y encontramos que la expresión 
llega a un valor máximo en uno de los vértices del conjunto solución 
del sistema de inecuaciones. 


Esta es una de las tres posibilidades que pueden presentarse. Las 
otras dos son: + 


(i) El valor máximo puede estar en un límite. Esto ocurrirá cuando 
la “línea de ganancia” sea paralela a uno de los bordes de la 
región. 

(ii) Puede ocurrir que el “conjunto permisible” no tenga límite. Puede 
representarse así: 


En el primer caso, se puede aplicar nuestra observación —el máximo 
ocurre en un vértice, pero no solamente en un vértice. En el segundo 
caso el problema no está bien definido—no hay un valor máximo para 
ciertas expresiones lineales como 2x + y, por ejemplo (aunque en 
este caso una expresión lineal como —2x — 3y, por ejemplo, tiene un 
valor máximo en el punto (0, 0) del “conjunto permisible”). 


Ejercicio 6 

Demostrar nuestra afirmación de que una expresión lineal tiene su 
valor máximo en uno de los vértices del conjunto solución, o a lo largo 
de uno de sus bordes (siempre que el máximo exista en el conjunto 
solución). Ml 
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Definición 1 
* 


Ejercicio 6 
(3 minutos) 


Solución 6 


Si un punto del conjunto solución no es un vértice y no pertenece a 
los bordes de la región que representa a este conjunto, es un punto 
del “interior” de la región y está rodeado de puntos del conjunto. En 
este caso, como la expresión es un sistema de inetuaciones lineales, 
algunos puntos de los que lo rodean darán a ésta un valor mayor que 
el que le dan otros. Siendo esto así, el punto que estamos conside- 
rando, no puede dar a la expresión un valor máximo. Por esta razón, 
cualquier punto que dé a la expresión un valor máximo tiene que ser 
un vértice o pertenecer a un borde de la región.que representa el 
conjunto solución. |] 


Entonces si el problema está bien definido, encontraremos la solución 
en un vértice o en uno de los bordes de la región que representa el 
conjunto solución. Pero cada vértice de la región es la intersección de 
dos de sus bordes rectilíneos. Así que para encontrar esta solución 
habrá que ver la posibilidad de mover una recta hasta el punto donde 
justamente deje de cortar la región. Otro procedimiento que se usa 
mucho consiste en calcular las coordenadas de los vértices y de los 
puntos de intersección que están en el conjunto solución, (cada 
punto de estos cumple a la vez, con dos condiciones límites); calcular 
el valor de la ganancia para cada uno de estos puntos y escoger el 
máximo. Si dos vértices dan el mismo valor de ganancia y éste es 
máximo, están unidos por el mismo borde rectilíneo. En este caso 
todos los puntos del segmento rectilíneo dan la ganancia máxima. 


Considere otra vez la situación del ejercicio 1. Trate de maximizar 
las dos expresiones lineales x — y y x+2y/3 restringidas a las 
condiciones lineales 


3x + Yy < 100 
lx+3y< 60 
x> 40 
y> 60 


LAO y) a x=40) 


(04: Jue jy =60) 


—((x,y) : ¿x+3y-100) 
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Solución 6 


Discusión 
hh $ 


MB 6.3.4, 6.3.5 


Los valores de x — y y x + 2y/3 en los puntos E y F no necesitan 
ser calculados, porque E y F no están en el conjunto solución. Para 


los otros: 
En A, x-y=-60 y x+2y= 1062 
En B x-y=-20 y x+iy= 80 
En C, x-y= 3% y x+Íy=133 
En D x-y= 0 y x4+3y=1331 


Por consiguiente, x — y está maximizando en C, y x + 2y/3 está 
maximizado a lo largo de la recta que une C y D. 


* Ejercicio 7 Ejercicio 7 
A A (5 minutos) 
Conjuntos soluciones que no están encerrados por rectas que no son 


tan fáciles de tratar. Dibujar la región que representa ANNBN C 
donde: 


A =((x, y): y < —(x — 3)Nx + 1)) 
B= ((x,y):y > 1-x) 
C = ((x, y):y > 3x) 


Calcular aproximadamente el valor máximo de la expresión x + y, 
donde 


(xy e ANBNC P] 


6.3.5 Conjuntos convexos 6.3.5 


Las regiones que hemos tratado en las dos últimas secciones han Discusión 
sido convexas, es decir, tienen la siguiente forma: e 


en vez de esta forma: 


(continúa en la página 50) 
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Solución 6.3.4.7 


(0,y):y=3x) 


po 


(Goy): x+ y = 53) 


(Qy): y =-0-3)(x+1)) diia 


ANBNC es el área coloreada; el valor máximo de x + y donde 
(x,y) EANBN C es aproximadamente 53. | 


(viene de la página 49) 


Se puede demostrar que el conjunto solución de un sistema de in- 
ecuaciones lineales siempre puede ser representado por una región 
convexa. Antes de hacer esto, posiblemente le gustaría convencerse 
de que esta proposición es verdadera, tratando de obtener la inter- 
sección de un conjunto de semiplanos que no sea convexa. 


Definición de “conjunto convexo” 


Si queremos demostrar una proposición es necesario, antes, definir 
claramente todos sus términos. En este caso, el término del cual tene- 
mos una idea vaga es el de “conjunto convexo”. La situación ante 
la cual estamos, se presenta con mucha frecuencia en matemática: 
Si se tiene un concepto que podemos describir en términos vagos, po- 
siblemente von una gráfica y queremos usarlo en un desarrollo mate- 
mático debemos definirlo por sus propiedades características. La 
propiedad que caracteriza a una región convexa es: si unimos cual- 
quier pareja de puntos de la región por un segmento rectilíneo, dicho 
segmento está contenido todo en la región. 


Una región esconvexa » si y solo si, siendo P y Q puntos 


de la región, todos y cada uno de los puntos del segmento 
PQ pertenecen a la región. 


(Tenga en cuenta que esta definición es aplicable también a las re- 
giones de tres dimensiones). 


Sabemos que una región de un plano es la representación de un con- 
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Solución 6.3.4.7 


Definición 


* * 


Definición 1 


* * 


junto de pares ordenados. Por consiguiente una región convexa es 
la representación de un conjunto convexo. Si la región está limitada 
por segmentos rectilíneos el conjunto se llama conjunto convexo po- 
liédrico, (El adjetivo “poliédrico” proviene de que en el espacio de 
tres dimensiones los conjuntos de puntos están limitados por polie- 
dros. La expresión se usa, sin embargo, para referirnos a conjuntos 
abstractos de más de tres dimensiones, lo mismo que a conjuntos 
de dos dimensiones, limitados por polígonos o a conjuntos de una 
dimensión representados por segmentos de una recta numérica.) 


Ahora sí podemos demostrar nuestra afirmación de que el conjunto 
de puntos de un plano que es la presentación del conjunto solución 
de un sistema de inecuaciones lineales es un conjunto convexo. Una 
manera de demostrarla es negar la tesis y demostrar que por esto se 
llega a una contradicción. (Discutiremos más ampliamente este mé- 
todo de demostración en la Unidad 17 Lógica II.) El conjunto solución 
de un sistema de inecuaciones lineales es siempre un polígono. Si 
suponemos que este polígono no es convexo podemos encontrar dos 
puntos A y B, pertenecientes a él, tales que el segmento rectilíneo 
AB no está contenido íntegramente en dicho polígono. 


En A, todas las inecuaciones se satisfacen. Siguiendo a lo largo del 
segmento AB, en algún punto entre A y B, salimos del polígono L y 
una de las desigualdades no se cumplirá. Como dos rectas se cortan 
en un solo punto entonces en B la desigualdad tampoco se cumplirá, 
pero B es un punto del conjunto solución. Por consiguiente hemos 
llegado a una contradicción por la cual tenemos que la suposición es 
falsa y nuestra proposición es verdadera. 


Ejercicio 1 
A y B son conjuntos convexos planos. 


(i) ¿Es AN B necesariamente convexo? 
(ii) ¿Es AU B necesariamente convexo? | 
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Definición 2 
 * 


Definición 3 
* 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Solución 1 


(i) SL Considere dos puntos P, Q de AN B y un punto R del seg- 
mento rectilíneo que los une. Como P y Q están dentro de A y A 
es convexo, entonces R pertenece a A. Por la misma razón R per- 
tenece también a B. Por consiguiente R pertenece a ANB y 
entonces AMB es convexo. 


(ii) NO. Considere el diagrama de abajo que es la ilustración de un 
contraejemplo. 


6.3.6 Resumen 


Las inecuaciones de una variable provienen de funciones de R en R. 
Pero como las proposiciones expresadas por desigualdades tratan de 
elementos del codominio, podemos considerar inecuaciones de fun- 
ciones de cualquier conjunto a R. Como ejemplo de esto consideramos 
funciones de RX R en R. Los conjuntos solución de estas inecua- 
ciones pueden representarse por regiones de un plano, así como el 
conjunto solución de las inecuaciones de una variable puede repre- 
sentarse por gráficas de una sola dimensión en la recta numérica. 
Esto lo esperábamos — los conjuntos son subconjuntos del dominio; 
R puede ser representada en una recta y R X R en un plano. Si con- 
sideramos inecuaciones provenientes de funciones de R X R X R en 
R los conjuntos solución se representarán por regiones de tres di- 
mensiones. 


Las regiones que representan sistemas de inecuaciones lineales de 
dos variables son ejemplos de regiones convexas y dijimos que son 
muy importantes en los “problemas de programación lineal” que se 
presentan frecuentemente en la toma de decisiones, en alta admi- 
nistración. 


IDustramos estos problemas con ejemplos que muestran que mientras 
no sean muy realísticos son bastante sencillos y permiten ver clara- 
mente la importancia de ciertos principios que implican. 
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Solución 1 


6.3.6 


Resumen 
* * 
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